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КАНОНИЧЕСКИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НА ЕСТЕСТВЕННО 
РЕДУКТИВНЫХ Φ-ПРОСТРАНСТВАХ ПОРЯДКОВ 5 И 7

Введение. Аффинорной структурой на 
гладком многообразии M называется 

тензорное поле типа (1, 1), реализованное 
в виде поля эндоморфизмов, действующих в 
касательном расслоении к данному многооб-
разию. Наличие таких структур несет суще-
ственную информацию об исходном многооб-
разии. К числу классических аффинорных 
структур относятся структуры почти произве-
дения P (P2 = 1), почти комплексные структуры 
J (J 2 = −1), обобщающие их f-структуры К. Яно 
(f 3 + f = 0) и некоторые другие. В частности, 
структуры P порождают на многообразии M 
пару взаимно дополнительных распределе-
ний. Изучение свойств таких распределе-
ний  – одна из важных задач дифференци-
альной геометрии и топологии многообразий.

Инвариантные распределения на одно-
родных многообразиях вызывают особый ин-
терес в силу возможности использования 
сильного аппарата теории групп Ли и алгебр 
Ли. Важным классом однородных многообра-
зий являются однородные Ф-пространства 
G/H порядка k [1–2], порождаемые автомор-
физмами Ф порядка k (Ф k =  id) группы Ли G 
(однородные k-симметрические простран-
ства [3]). Такие пространства обладают зна-
чительным запасом канонических аффинор-
ных структур классических типов [4], в част-
ности, канонических структур P, которые 
порождают на G/H семейство канонических 
инвариантных распределений.

В данной работе для однородных Ф-прост-
ранств порядков 5 и 7, наделенных инвари-
антной естественно редуктивной римановой 
метрикой, охарактеризованы все канониче-
ские распределения, порождаемые канониче-
скими структурами почти произведения на 
этих пространствах. Более точно, для всех та-
ких распределений указаны алгебраические 
критерии их принадлежности типу TGF (totally 
geodesic foliation) – вполне геодезическое сло-
ение. Тем самым получено полное описание 
всех канонических структур почти произведе-

ния на этих пространствах с точки зрения 
классификации А. Навейры римановых струк-
тур почти произведения [5]. Заметим, что эта 
задача для однородных Ф-пространств поряд-
ков 4 и 6 была решена ранее в работах [6] и [7] 
соответственно. Интересные отличия тех ре-
зультатов от полученных в данной работе при-
ведены в конце статьи.

Инвариантные распределения на есте-
ственно редуктивных пространствах. 
Напомним в связи с этим следующую общую 
конструкцию. Пусть на римановом многообра-
зии (M, g) задана структура почти произведе-
ния P, согласованная с метрикой g условием 
g (PX, PY) = g (X, Y), где X, Y – гладкие вектор-
ные поля на M. В этом случае пара (g, P) на-
зывается римановой структурой почти про-
изведения [5]. Такая структура порождает на 
M пару взаимно ортогональных распределе-
ний, соответствующих собственным значени-
ям +1 и –1 структуры P и называемых верти-
кальным V и горизонтальным H (при заме-
не P на −P они меняются местами). В работе 
А. Навейры [5] указаны 8 типов для каждого из 
распределений, которые характеризуют «сте-
пень параллельности» структуры P относи-
тельно данного распределения в связности 
Леви-Чивита ∇ метрики g. Таким образом, воз-
никает [5] 36 классов для пар (V, H), которые 
обычно называют классами А. Навейры рима-
новых структур почти произведения (переста-
новка в паре означает тот же класс). Для це-
лей данной работы достаточно указать лишь 
3 типа распределений. Для простоты сформу-
лируем определяющие условия в терминах 
вертикального распределения, обозначив че-
рез B и C вертикальные векторные поля [5]:
AF (anti-foliation − анти-слоение): ∇ =( ) 0B P B ;
F (foliation − слоение): ∇ =∇( ) ( )B CP C P B ;
TGF (totally geodesic foliation − вполне 
геодезическое слоение): ∇ = 0BP .

Отметим также, что одновременное вы-
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полнение условий AF и F эквивалентно усло-
вию TGF [8].

Будем рассматривать далее инвариант-
ные структуры почти произведения на одно-
родных многообразиях. Пусть G/H – однород-
ное редуктивное пространство связной груп-
пы Ли G, g =  h ⊕ m – соответствующее 
редуктивное разложение алгебры Ли g группы 
G, где m отождествляется, как обычно, с каса-
тельным пространством to(G/H) в точке o = H. 
Рассмотрим на G/H инвариантную риманову 
метрику g = 〈⋅,⋅〉 и инвариантную структуру P. 
Инвариантные структуры полностью опреде-
ляются своими значениями в точке o, а потому 
условимся не различать далее в обозначени-
ях инвариантные структуры на G/H и их значе-
ния в точке o. Если пара (g, P) является рима-
новой структурой почти произведения, то она 
порождает на G/H два инвариантных распре-
деления, определяемых подпространствами 
m+ и m−, где m+ ⊕ m− = m. Напомним также, что 
метрика 〈⋅,⋅〉 на G/H называется естественно ре-
дуктивной относительно редуктивного разложе-
ния g = h ⊕ m, если 〈[X, Y]m, Z〉 = 〈X, [Y, Z]m〉 для 
всех X, Y, Z ∈ m, где индекс m обозначает про-
екцию на m относительно указанного редук-
тивного разложения [9].

Пусть теперь (G/H, g, P) – естественно ре-
дуктивное пространство с инвариантной ри-
мановой структурой почти произведения P. 
В работе [6] было доказано, что каждое из 
распределений на G/H имеет тип AF, при этом 
оно может иметь тип F, то есть порождать сло-
ение на G/H, которое, следовательно, являет-
ся вполне геодезическим слоением TGF. Та-
ким образом оказалось [6], что для естествен-
но редуктивных однородных пространств 
с инвариантной римановой структурой почти 
произведения имеется ровно три класса 
А. Навейры (AF, AF), (TGF, AF), (TGF, TGF), 
при этом все возможности реализуются. Для 
дальнейшего рассмотрения сформулируем 
(в приведенных обозначениях и в терминах 
вертикального распределения) следующие 
результаты.

Теорема 1 [6]. Любая инвариантная рима-
нова структура почти произведения P на есте-
ственно редуктивном пространстве (G/H, g) 
входит в класс (AF, AF). Более того, распреде-
ление m+ имеет тип TGF тогда и только тогда, 
когда выполняются условия:

[m+, m+] ⊂ m+ ⊕ h, [m+, m−] ⊂ m− ⊕ h.
Канонические структуры на однород-

ных Ф-пространствах. Пусть далее G/H – од-
нородное Φ-пространство, определяемое ав-
томорфизмом Φ группы Ли G [1], [2], ϕ = dΦe – 
соответствующий автоморфизм алгебры Ли g. 
G/H называется регулярным Φ-простран-
ством [1; 10], если g = h ⊕ Ag, где A = ϕ − id. 
Указанное разложение алгебры Ли g ϕ -инва-
риантно и является ее каноническим редук-
тивным разложением [10]. Обозначим через θ 
сужение φ на m =  Ag. Напомним также, что 
все однородные Φ-пространства порядка k 
(Φk = id) регулярны [1].

Инвариантная аффинорная структура F на 
регулярном Φ-пространстве G/H называется 
канонической, если ее значение в точке o яв-
ляется полиномом от θ : F = F(θ) [4]. Все кано-
нические структуры образуют коммутативную 
подалгебру θ( )  в алгебре   всех инвари-
антных аффинорных структур на G/H. Алге-
бра θ( )  содержит структуры классического 
типа (почти произведения, почти комплекс-
ные, f-структуры), полное описание которых 
получено в [4]. В частности, для однородных 
Φ-пространств порядка k получены точные 
вычислительные формулы [4], которые дета-
лизированы для порядков k = 3, 4, 5. Напри-
мер, на однородных Φ-пространствах поряд-
ков 4 и 5 имеется единственная (с точностью 
до знака) каноническая структура P, задава-
емая соответственно операторами P = θ 2 

и  P =
1
5

(θ − θ 2 − θ 3 + θ 4) [11], [4].

Охарактеризуем подробнее канонические 
структуры почти произведения P на однород-
ных Φ-пространствах G/H порядка k. Канони-
ческое редуктивное разложение алгебры Ли g 
может быть представлено в виде

g = h ⊕ m = m0 ⊕ m = m0 ⊕ m1 ⊕ m2 ⊕ … ⊕ mu , (1)
где подпространства mi, i = 1, …, u соот вет-
ствуют спектру оператора θ (некоторые из 
этих подпространств могут быть нулевыми). 

Здесь число u определяется следующим об-

ра зом: u =  . В терминах 

разложения (1) действие операторов канони-
ческих структур P выглядит так: на сумме 
некоторых подпространств mi оператор P есть 
тождественное отображение id (это верти-
кальное подпространство), а на остальных 
подпространствах mi оператор P есть – id (го-
ризонтальное подпространство). Ин вариант-
ные распределения на G/H, порождаемые 
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вертикальными и горизонтальными подпрост-
ранствами канонических структур P, назы-
ваются каноническими распределениями. 
В частности, будем обозначать через Pi и на-
зывать базовой такую каноническую структуру, 
для которой вертикальным подпространством 
является mi (i = 1, …, u), а все остальные под-
пространства из m образуют горизонтальное 
подпространство. Приведем еще важную 
информацию о разложении (1).

Теорема 2 [12]. Пусть G/H – однородное 
Φ-пространство порядка k ≥( 2)k , g = h ⊕ m – 
соответствующее каноническое редуктивное 
разложение, представленное в виде (1). Пусть 
i, j = 0, 1, … , u, где i ≥  j, при этом условимся 
понимать под mi+j подпространство mk-(i+j), если 
i + j > u. Тогда справедливы следующие ком-
мутаторные соотношения:

mi ⊕ mj ⊂  mi+j + mi-j .   (2)

Будем предполагать далее, что на одно-
родном Φ-пространстве G/H порядка k задана 
инвариантная риманова метрика, определя-
емая симметрической билинейной формой 
g =  〈⋅,⋅〉 на m×m, инвариантной относительно 
Ad(H) и θ. Известно [10], что относительно та-
кой метрики все канонические структуры P на 
(G/H, g) являются римановыми структурами 
почти произведения. В случае полупростой 
группы Ли G классическим примером метрики 
g с указанными свойствами является так 
 называемая стандартная метрика, индуциро-
ванная формой Киллинга алгебры Ли g. От-
метим также, что такая метрика на любом ре-
гулярном Φ-пространстве является естествен-
но редуктивной относительно канонического 
редуктивного разложения [1].

Таким образом, естественно редуктивные 
однородные Φ-пространства порядка k, обла-
дающие значительным запасом канонических 
структур P, позволили предъявить обширный 
ресурс однородных многообразий, реализу-
ющих классификацию А. Навейры в классах 
(AF, AF), (TGF, AF), (TGF, TGF). Заметим, что 
для k = 4 структура P = θ 2 детально изучена 
в [6], а результаты для канонических структур 
и соответствующих распределений для k = 6 
изложены в [7]. Перейдем теперь к рас-
смотрению однородных Φ-пространств поряд-
ков 5 и 7.

Однородные Φ-пространства порядка 5. 
Рассмотрим однородное Φ-пространство G/H 
порядка 5. Для таких пространств канониче-

ское редуктивное разложение алгебры Ли g, 
соответствующее автоморфизму φ, имеет 
вид:

g = h ⊕ m = m0 ⊕ m1 ⊕ m2 ,

где m1 (соответственно, m2) является верти-
кальным (соответственно, горизонтальным) 
подпространством для единственной (с точ-
ностью до знака) канонической структуры 
почти произведения [4; 11]: 

P = 
1
5

(θ − θ 2 − θ 3 + θ 4).

Охарактеризуем теперь свойства канони-
ческих распределений на G/H в случае есте-
ственно редуктивной метрики.

Теорема 3. Пусть (G/H, g) – естественно 
редуктивное однородное Φ-пространство по-
рядка 5. Тогда для римановой канонической 
структуры P и соответствующих ей канониче-
ских распределений на G/H, порождаемых 
подпространствами m1 и m2, справедливы 
следующие утверждения:
1.  Структура P принадлежит классу (AF, AF).
2.  Каноническое распределение на G/H, по-

рождаемое подпространством m1, имеет 
тип TGF (то есть P принадлежит классу 
(TGF, AF)) тогда и только тогда, когда вы-
полняются оба включения:

 [m1, m1] ⊂ h, [m1, m2] ⊂ m2.
 Аналогично m2 имеет тип TGF тогда и толь-

ко тогда, когда выполняются включения:
 [m2, m2] ⊂ h, [m1, m2] ⊂ m1.
3.  Структура P принадлежит классу (TGF, 

TGF) тогда и только тогда, когда G/H явля-
ется локально симметрическим простран-
ством (то есть [m, m] ⊂ h), для которого 
 выполняется дополнительное условие 
[m1, m2] = 0.
Доказательство. 1. Первое утвержде-

ние есть частный случай общего факта для 
естественно редуктивных пространств, обла-
дающих инвариантной римановой структурой 
почти произведения (см. теорему 1).

2. Для доказательства второго утвержде-
ния воспользуемся коммутаторными соотно-
шениями, справедливыми для любого одно-
родного Φ-пространства порядка 5 (см. [13] 
либо формулу (2) для случая k = 5):

[m1, m1] ⊂ m2 ⊕ h, 
[m2, m2] ⊂ m1 ⊕ h, 
[m1, m2] ⊂ m1 ⊕ m2.
В принятых ранее обозначениях имеем: 

m+ = m1, m− = m2. Используя теорему 1 и при-
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веденные выше соотношения, заключаем, что 
m1 имеет тип TGF тогда и только тогда, когда 
[m1, m1] ⊂ h и [m1, m2] ⊂ m2. Аналогичными рас-
суждениями доказывается критерий для m2.

3. Из результатов пункта 2) следует, что 
оба распределения m1 и m2 имеют тип TGF 
тогда и только тогда, когда имеют место соот-
ношения:

[m1, m2] = 0, [m1, m1] ⊂ h, [m2, m2] ⊂ h.
Отсюда, в частности, следует, что [m, m] ⊂ h, 

то есть G/H является локально симметриче-
ским пространством. Заметим, что из условия 
[m, m] ⊂ h не следует, вообще говоря, равен-
ство [m1, m2] = 0. Теорема доказана.

Однородные Φ-пространства порядка 7. 
В заключение рассмотрим канонические рас-
пределения на естественно редуктивных одно-
родных Φ-пространствах порядка 7. На этих 
пространствах все нетривиальные канониче-
ские структуры почти произведения – это (с точ-
ностью до знака) 3 базовые структуры P1, P2, P3. 
Сформулируем полученные результаты.

Теорема 4. Пусть (G/H, g) – естественно 
редуктивное однородное Φ-пространство по-
рядка 7, m = m1 ⊕ m2 ⊕ m3 – разложение кано-
нического редуктивного дополнения m, соот-
ветствующее спектру оператора θ. Пусть i = 1, 
2, 3, при этом индексы рассматриваются по 
mod 3. Тогда для инвариантных распределе-
ний на G/H, определяемых подпространства-
ми из данного разложения, и канонических 
структур почти произведения Pi справедливы 
следующие утверждения.

1. Все канонические структуры Pi на G/H 
принадлежат классу (AF, AF).

2. Каноническое инвариантное распреде-
ление на G/H, определяемое подпростран-
ством m i , имеет тип TGF тогда и только тогда, 
когда имеют место оба включения:

[m i,  m i]  ⊂  h ,  [m i,  m i+1]  ⊂  m i+2.
3. Каноническое инвариантное распределе-

ние на G/H, порождаемое подпространством 
mi ⊕ mi+2, имеет тип TGF тогда и только тогда, 
когда выполняются следующие условия:

[m i,  m i]  ⊂  h ,  [m i,  m i+2]  ⊂  m i+2, 
[m i+1,  m i+2]  ⊂  m i+1,  [m i,  m i+1]  = 0.
4. Каноническая структура Pi+1 принадле-

жит классу (TGF, TGF) тогда и только тогда, 
когда имеют место следующие условия:

[m i,  m i]  ⊂  h ,  [m i+1,  m i+1]  ⊂  h , 
[m i, m i+2] ⊂ m i+2,  
[m i, m i+1] = [m i+1, m i+2] = 0.

Доказательство. Укажем коммутаторные 
соотношения для подпространств m1, m2, m3, 
детализируя для данного случая теорему 2:

[m1, m1] ⊂ m2 ⊕ h,   
[m2, m2] ⊂ m3 ⊕ h, 
[m3, m3] ⊂ m1 ⊕ h,
[m1, m2] ⊂ m1 ⊕ m3,  
[m1, m3] ⊂ m2 ⊕ m3,  
[m2, m3] ⊂ m1 ⊕ m2.
Используя эти соотношения и теорему 1, 

все дальнейшие рассуждения аналогичны до-
казательству теоремы 3.

Выводы. Полученные результаты показы-
вают, что для однородных Φ-пространств по-
рядков 5 и 7 ни одно из канонических распре-
делений не принадлежит, вообще говоря, типу 
TGF. Это существенно отличает данные про-
странства от однородных Φ-пространств по-
рядков 4 и 6, где всегда имеются (без допол-
нительных условий) канонические распреде-
ления типа TGF [6–7]. Отметим также, что 
имеется огромный ресурс примеров естественно 
редуктивных однородных Φ-пространств любого 
порядка k (см., например, [2–3; 10] и ссылки в 
этих работах).
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Summary

This paper investigates all the canonical distribu-
tions within naturally reductive homogeneous Φ-spa-
ces of orders 5 and 7 (homogeneous 5- and 7-sym-
metric spaces in the other terminology). To be more 
precise, the authors indicate algebraic criteria under 
which these distributions belong to the type TGF, i.e. 
they determine totally geodesic foliations. As a result, 
the authors provide a full description of all the canoni-
cal almost product structures within the spaces men-
tioned above in terms of Naveira classification of Rie-
mannian almost product structures.
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