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РАЎНАМЕРНАЯ РАЦЫЯНАЛЬНАЯ АПРАКСІМАЦЫЯ 
СПАЛУЧАНЫХ ФУНКЦЫЙ

Будзем разглядаць сінгулярныя інтэгра
лы з ядром Гільберта
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якія разумеюцца ў сэнсе галоўнага значэння 
па Кашы, дзе πθ ∈ α

2( ) L Mf C ip , α ≤0 < 1 , і да
следаваць раўнамерную апраксімацыю гэтых 
інтэгралаў трыганаметрычнымі рацыяналь
нымі функцыямі. Будзем меркаваць, што θ( )f  
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Непасрэдна правяраецца, што
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ёсць таксама рацыянальная трыганаметрычная 
функцыя з назоўнікам ϕ( )nh  і парадку не вы
шэйшага за n . Мэта дадзенага артыкула заклю-
чаецца ў тым, каб у раўнамернай норме атры-
маць няроўнасць для адхілення ϕ − ϕ ( ) ( )nF R .

Тэарэма 1. Няхай πθ ∈ α
2( ) L Mf C ip , α ≤0 < 1, 

і існуе трыганаметрычная рацыянальная функ
цыя θ( )nr  з назоўнікам (2) такая, што
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Тады праўдзіцца няроўнасць
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Доказ. Выкарыстоўваючы (1), (3) і той 
факт, што пераўтварэнне Гільберта ад адзінкі 
ёсць нуль [1], гэта значыць 
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знойдзем для любога ϕ
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Улічваючы першую з умоў (4), будзем мець
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Абапіраючыся на ўмову Ліпшыца, тэарэму 
аб сярэднім і няроўнасць (4) для вытворнай 
рацыянальнай функцыі і выконваючы неаб-
ходныя пераўтварэнні, атрымаем
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З суадносін (6–8) вынікае, што
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і доказ тэарэмы 1 скончаны.

Без якіх-небудзь дадатковых абмежаванняў 
на ўзаемна спалучаныя функцыі θ( )f  і ϕ( )F  
лагарыфмічны множнік у ацэнцы (5) не можа 
быць апушчаны. Праўдзіцца ў прыватнасці на-
ступная тэарэма.

Тэарэма 2. Існуе функцыя πθ ∈
2 1( ) 1Lf C ip  

і рацыянальная функцыя θ( )nr , якія задаваль-
няюць умовы тэарэмы 1 для β = 1, і праўдзіцца 
няроўнасць
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Доказ. Няхай π
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З адрэзку −π π[ , ]  працягнем функцыю пе-
рыядычна з перыядам π2  і атрымаем працяг-
нутую функцыю, захоўваючы за ёй ранейшае 
абазначэнне πθ ∈ 2( )f C . Няцяжка праверыць, 
што для гэтай функцыі існуе сістэма лікаў θ{ }j  
такіх, што θ − θ + ( ) = ( 1) ( ) , = 0,2 1j

jf f j n . Такім 
чынам, θ ≡( ) 0nr  з’яўляецца рацыянальнай 
трыганаметрычнай функцыяй найлепшага 
набліжэння ў раўнамернай метрыцы для 
функцыі θ( )f . Відавочна, што θ ∈ 1( ) 1Lf ip  і 

π
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. Нарэшце, выконваючы 
неабходныя вылічэнні, з улікам (9) атрымаем
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што і трэба было даказаць.

Заўвага 1. Няроўнасці для вытворных ра-
цыянальных функцый вывучаліся ў [2]. 
У  прыватнасці для рацыянальных функцый 
θ θ θ( ) = ( ) / ( )n n nr t h  з назоўнікамі ў форме (2) да-

казана, што з умовы θ ≤ ( ) 1nr  выцякае мажа-
рантная няроўнасць для вытворнай
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З (10) вынікае, што няроўнасць (4) для вы-
творнай апраксімавальнай рацыянальнай 
функцыі будзе выконвацца, калі для ўсіх = 1,k n

γ−− ≥ γ ≥4
11 | | , 1.k

Cw
n

Зразумела, тэарэма 1 змястоўная і ў па
ліномным выпадку, калі = 0, = 1,kw k n , адпавед-
на няроўнасць (10) пераходзіць у няроўнасць 
З.Н. Бернштайна ′ θ ≤| ( ) |nr n .

Заўвага 2. Тэарэма 1 утрымоўвае параў
нальныя ацэнкі рацыянальных набліжэнняў 
узаемна спалучаных π2 -перыядычных дыфе-
рэнцавальных функцый у выпадку сталай 
хуткасці іх змяншэння. Аналагічныя суадносіны 
выконваюцца і для рацыянальных набліжэнняў 
узаемна спалучаных π2 -перыядычных аналі
тычных функцый у выпадку геаметрычнай 
хуткасці іх змяншэння.

Заўвага 3. Хуткасць змяншэння найлеп-
шых рацыянальных трыганаметрычных наблі
жэнняў ( )T

nE f  і ( )T
nE F  узаемна спалучаных 

функцый θ( )f  і ϕ( )F  у раўнамернай метрыцы 
можа мець аднолькавы парадак пры дадатко-
вых абмежаваннях на θ( )f . Так адбываецца 
ў прыватнасці для функцый θ( )f , якія маюць r -ю 
вытворную ў сэнсе Вейля абмежаванай ва
рыяцыі, > 0r . Такія функцыі, як усталявана ў [3], 
апраксімуюцца рацыянальнымі функцыямі 
істотна лепш, чым паліномамі, прычым 

+

 
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 1
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n rE f O

n
 і для спалучанай функцыі так-

сама выканана парадкавая роўнасць 
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Summary

the article proves that with certain limitations of 
density the rational approximation of Gilbert’s transfor-
mation differs from the rational approximation of its 
density by logarithm multiplier lnn .
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