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ОБ ИЗУЧЕНИИ ПОНЯТИЯ МНОГОЧЛЕНА  
В КУРСЕ ВЫСШЕЙ АЛГЕБРЫ 

Введение. Согласно современной пара-
дигме образования обучение должно 

быть направлено в первую очередь на общее 
развитие личности, а не только на приобрете-
ние студентом определенного запаса знаний, 
умений и навыков. В современных условиях 
получить знания (найти нужную информа цию) 
несложно: Интернет содержит много разно-
образ ной справочной литературы, учебников 
и учеб ных пособий, статей, научных обзоров 
и т. п. А вот какая именно информация нужна, 
где ее можно найти и как ее обработать − это 
то, о чем во время обучения студент должен 
узнать, то, в чем должен ориентироваться со-
временный выпускник университета. Соглас-
но такому подходу оценке знаний студентов 
при изучении того или иного математического 
курса должны подлежать не только знания от-
дельных фактов (определений, теорем и т. д.), 
а общие представления о предмете изучения, 
основные идеи, положения курса, методы ис-
следования. 

Формирование правильных общих пред-
ставлений о предмете курса невозможно без 
понимания студентом сути основных поня-
тий, их глубокого, сознательного, осмыслен-
ного усвоения, ведь понятия, введенные на 
основе поверхностно усвоенного, неосмыс-
ленного основного понятия, становятся еще 
более непонятными, и, как результат, форми-
руется система формальных знаний, которые 
не используются студентом в самостоятель-
ных рассуждениях, то есть не «работают».

Для многих математических понятий 
можно дать далеко не одно определение, 
исходя из того или иного характеристиче-
ского свойства. Практика показывает, что 
выбор определения основного понятия и пути 
построения теории на основе данного опреде-
ления часто очень сильно влияет на уровень 
усвоения всей теории: один подход способ-
ствует сознательному усвоению и легко вос-
принимается, а другой, наоборот, сложный, 
громоздкий непонятный, «туманный». Следо-
вательно, проблема выбора методики введе-

ния и формирования именно основных поня-
тий курса требует пристального внимания.

Одним из основных понятий и универси-
тетского, и школьного курсов алгебры явля-
ется понятие многочлена. В работах [1, с. 517; 
2, с. 227] авторами был предложен под-
ход к введению понятия многочлена от одной 
переменной, который, как было подтверж-
дено экс периментально [2], является доста-
точно эффективным. В результате дальней-
ших ис следований этот подход удалось усо-
вершенствовать и обобщить на случай много-
члена от многих переменных. В данной работе 
представлены полученные результаты.

Заметим, что вопрос этот весьма важ-
ный и не такой простой, как кажется на пер-
вый взгляд. Понятие многочлена над ком-
мутативным кольцом с единицей является 
чрезвычайно глубоким и требует детального 
осмысления. В частности, факт этот подчер-
кивают абсолютно разные подходы к введе-
нию понятия многочлена от одной перемен-
ной в нескольких последовательных изда-
ниях серии учебников по высшей алгебре для 
педагогических вузов Украины одного и того 
же коллектива авторов ([3–6]).   

Проследим, как эволюционировало пред-
ставление о понятии многочлена в упомяну-
том учебнике. В самом раннем издании [3] 
многочлены рассматриваются лишь над чис-
ловыми полями.  

Определение [3, с. 265]. Многочленом f(x) 
над числовым полем P называется функция 
от x, которую можно представить в виде

0 1 1
0 1 1( ) ... k km m m m

k kf x b x b x b x b x-
-= + + + + ,

где {0}im N∈ ∪ ,  ib P∈ , а x может принимать 
произвольные значения из некоторого задан-
ного числового множества X.

В последующем издании [4] речь уже идет 
о многочленах над произвольной областью 
целостности (коммутативным кольцом без 
делителей нуля). 
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Определение [4, с. 212]. Многочленом 
от одной переменной над областью целостно-
сти K называется выражение вида 

1
1 1 0...n n

n na x a x b x a-
-+ + + + ,

где {0}n N∈ ∪ , ia K∈ , а 2 1, ,..., ,n nx x x x-  − 
некоторые символы.

Позже Б.И. Хацет, один из авторов [4], 
писал [7]: «Где-то на грани 60-х и 70-х годов 
возникла, наконец, коренным образом пере-
работанная программа по алгебре для пед-
вузов (к сожалению, она не предшествовала 
реформе школьного курса, а следовала за 
ней с большим опозданием). Это был насто-
ящий праздник: … стало возможным после-
довательно проводить алгебраическое тол-
кование многочленов (не забывая, однако, 
демонст рировать будущим учителям его 
связь с функциональным)».          

В [5] определение многочлена опять 
новое, более строгое.   

Определение [5, с. 217]. Пусть K  − область 
целостности с единицей, x − некоторый эле-
мент, трансцендентный над K. Кольцом мно-
гочленов от одной переменной x над K назы-
вается простое трансцендентное расширение 
K[x]; элементы этого кольца называют мно-
гочленами от x над K.

При этом под трансцендентным над K эле-
ментом подразумевается такой элемент x, для 
которого в K не найдется набора (отличного от 
нулевого) элементов 0 1, ,..., na a a , удовлетворя-
ющих условию 1

1 1 0... 0.n n
n na x a x a x a-

-+ + + + =   
В [6] представлен совершенно иной под-

ход: изложение теории многочленов начи-
нается с построения кольца K  бесконечных 
последовательностей 

 
0 1 2( , , ,...), ,if a a a a K= ∈  

в каждой из которых все члены, начиная с 
некоторого, равны нулю. Кольцо K  называют 
кольцом многочленов от одной переменной 
над кольцом K, а его элементы − многочле-
нами от одной переменной над кольцом K.    

Как видим, авторы учебников [3–6] активно 
вели поиски подхода к введению понятия мно-
гочлена, стараясь найти более удачный.  

Апробировав все предлагаемые в учеб-
никах [3–6] подходы и не получив желаемого 
эффекта, авторы статьи продолжили поиски в 
этом направлении. Результаты исследований 
предлагаются ниже. 

Основная часть. Чтобы глубже вник-
нуть в суть понятия многочлена, обра-
тимся вначале к истории его формирова-
ния (поскольку с развитием математики как 
науки, с появлением новых методов иссле-
дования изменялись и подходы к понима-

нию этого понятия). Свойства многочленов 
исследовались фактически еще в древно-
сти при решении задач прикладного харак-
тера, которые математически можно выра-
зить при помощи уравнений. Однако само 
понятие многочлена было выделено значи-
тельно позже. Лишь в XVI в. Ф. Виетом были 
заложены начала алгебраического исчисле-
ния, что позволило заменить словесные опи-
сания и рассуждения аппаратом формул и 
их преобразований; хотя записи были еще 
достаточно громоздки. Существенно упрос-
тить их удалось Р. Декарту («La géometrie», 
1637), который предложил почти современ-
ную запись алгебраического уравнения. 
В по следующих работах часто вместо урав-
нений встречались уже сокращенные записи 
вида 1

1 1 0...n n
n na x a x a x a-

-+ + + + . Так посте-
пенно была осознана важность исследования 
выражения вида 1

1 1 0...n n
n na x a x a x a-

-+ + + +  

или даже более общего вида 1 2
1 2

1
... s

n
kk k

i s
i

a x x x
=
∑ . 

Аналитическое выражение такого вида было 
названо многочленом. 

Вначале поиск корней многочлена, иссле-
дование свойств этих корней осуществля-
лись преимущественно алгебраически (были 
найдены формулы для решения уравне-
ний 2–4-й степеней, установлена неразре-
шимость в радикалах общего алгебраиче-
ского уравнения степени ≥5). Но со време-
нем стало понятно, что не все алгебраиче-
ские задачи можно решить, используя лишь 
алгебраические методы (это ярко видно на 
примере основной теоремы алгебры). Оказа-
лось, что в исследовании свойств многочле-
нов достаточно эффективны функциональ-
ные методы и методы приближенных вычис-
лений. Так многочлен получил функциональ-
ную трактовку.

В ХХ в. понятие многочлена существенно 
расширилось. В самых разнообразных обла-
стях математики и ее приложений стали 
использовать так называемое символьное 
исчисление многочленов (математическая 
логика, топология, теория информации, дис-
кретная и компьютерная математика). В нем 
буквы, используемые для записи многочлена, 
играют роль символов, никак не связанных с 
конкретными значениями. 

Здесь весьма уместно вспомнить слова 
Г. Шилова о понятии функции: «Под влиянием 
новых требований математики и других наук 
определение функции будет и дальше изме-
няться, и каждое последующее изменение, 
как и предыдущее, будет открывать новые 
горизонты науки и приводить к новым откры-
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тиям». Эти же слова можно сказать и о поня-
тии многочлена.  

Таким образом, мы видим, что понятие 
многочлена имеет несколько различных трак-
товок; выбор основной трактовки зависит от 
потребностей той или иной области матема-
тики. 

Анализ учебной и учебно-методической 
литературы по алгебре позволил выделить 
3 основных направления в толковании поня-
тия многочлена: функциональный, формаль-
ный и современный алгебраический. 

Согласно функциональному подходу мно-
гочлен от многих переменных над кольцом 
K − это функция n переменных x1, x2, ... , xn, 
которую можно представить в виде 

1 2
1 2 1 2

0
( , ,..., ) ...i i ni

s

n i n
i

f x x x A x x xα α α

=

= ∑ ,

где Ai ∈ K. Такую трактовку встречаем в посо-
биях  [3, с. 265; 8, с. 11, 13; 9, с. 255]. «Функ-
цио нальная» точка зрения на многочлен харак-
терна для математического анализа и часто 
используется в естественных науках. Этот под-
ход возможен в случае, если K − бесконеч-
ное (в частности, числовое) кольцо. Однако в 
современной алгебре многочлены рассмат-
риваются и над конечными кольцами (более 
того, внимание к таким многочленам послед-
нее время все более возрастает, что связано 
с активным использованием их в теории коди-
рования, криптографии). Для таких много-
членов функциональный подход − не прием-
лем. Поясним причину на примере. Рассмот-
рим функцию f(x) = x2 + x, определенную на 
множестве 

 
2 {0,1}K Z= = . Данная функция при-

обретает значение 0  в каждой точке из Z2 
(поскольку 2

(0) 0 0 0f = + = , 
2

(1) 1 1 0f = + = ), 
значит, функция f(x) является нулевой, то есть 

2 0x x+ = , откуда  x 3 + x 2 + x = x 3, 

 

5 4 3 2 5 2 2 2 5( ) ( )x x x x x x x x x x x x+ + + + = + + + + =  
и т. д. Получаем правила действий над мно-
гочленами, отличающиеся от «обычных». 

Аналогичные правила справедливы для 
любого конечного кольца K. Действитель но, 
функция f(x) вполне задается своими значе-
ниями для всех возможных значений аргу-
мента. Поскольку значения функции

 1 0( ) ...n
nf x a x a x a= + + + ,

где ai∈K, все являются элементами кольца K, 
то в случае, когда K − конечное, различных 
таких функций есть лишь конечное число, а 
значит, среди многочленов 2 3, , ,...x x x  должны 
быть такие, которые задают одну и ту же 
функцию, то есть для некоторых k ≠ l справед-
ливо, что xk = xl.

Таким образом, в случае конечного поля 
определять многочлен как функцию некор-
ректно и, следовательно, в курсе алгебры 
использовать функциональное определение 
многочлена в качестве основного нельзя. Без-
условно, студенты обязаны знать о функцио-
нальном подходе к трактовке понятия много-
члена, а также условия, при которых функцио-
нальная и алгебраическая трактовка эквива-
лентны; понимать и объяснять, почему при 
изучении свойств многочленов с числовыми 
коэффициентами можно применять резуль-
таты теории функции (например, теорему 
Больцано-Коши и др.). Но этот вопрос сле-
дует рассматривать лишь тогда, когда суть 
понятия будет осознана и изучены свойства 
многочлена над произвольными кольцами (не 
только бесконечными).

Формальное направление трактует мно-
гочлен от многих переменных над кольцом 
как формальное выражение вида

1 2
1 2

0
...i i ni

s

i n
i

A x x xα α α

=
∑ ,                 (1)

где 
 

1 2, {0}, , ,...,i ji nA K N x x x∈ α ∈ ∪  − некоторые 
символы, буквы, «картинки» с определен-
ными формальными правилами действий над 
ними. Такой подход встречаем в пособиях [10, 
с. 90; 11, с. 131; 12, с. 69; 13, с. 43; 14, с. 62]. 
Этот же подход используется в школьных 
учебниках по алгебре («многочлен − сумма 
одночленов»).   

Данное определение активно использу-
ется в тех областях математики, для кото-
рых природа объектов-символов значения не 
имеет, а важна лишь форма записи. Но для 
математика очень важно понимать суть рас-
сматриваемых объектов! Что в таком случае 
понимать под символами 1 2, ,..., nx x x ? Ска-
зать, что это элементы вне кольца K, − недо-
статочно. (Если взять, к примеру, элементы 

1 2, ,..., nx x x , алгебраические над K, то теряется 
единственность записи многочлена в виде 
(1)). Если же сказать, что 1 2, ,..., nx x x  − неко-
торые символы с некоторыми правилами дей-
ствий над ними, тогда необходимо и выраже-
ния 1 2

1 2 ...i i ni
i nA x x xα α α , и знак «+» также считать 

символами и договариваться об определен-
ных правилах действий на множестве всех 
этих символов. При первом ознакомлении с 
понятием такие громоздкие записи восприни-
маются студентами чрезвычайно сложно. Но 
не сказать об этих символах ничего, не вво-
дить правила действий − это значит недоста-
точно научно изложить материал.   

Современный алгебраический подход 
за ключается в определении многочлена как 
элемента определенной алгебраической 
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структуры (кольца, векторного пространства, 
линейной алгебры). При таком подходе рас-
смотрение начинается с построения этой 
структуры, ее элементы называют многочле-
нами. А затем устанавливается общий вид 
этих элементов.

Выбор структуры зависит от места темы 
«Многочлены» в курсе высшей алгебры: в курсе 
линейной алгебры в качестве такой структу ры 
выступает алгебра, а в курсе абстрактной ал геб-
 ры − кольцо. Вместе с тем место темы «Мно-
гочлены» определяется теми конкретными 
свойствами многочленов, которые планиру-
ется рассматривать. Если говорить о кур се для 
будущих учителей математики, то в рамках 
темы «Многочлены» следует подробно рас-
смотреть и обосновать свойства делимости 
многочленов, свойства корней многочленов 
с позиций современной алгебры (как частный 
случай делимости в произвольном абстракт-
ном кольце). Вследствие этого базовой струк-
турой в курсе для учителей чаще выступает 
кольцо.

Встречаются следующие определения 
кольца многочленов от одной переменной. 
Кольцо многочленов от одной переменной 
над кольцом K − это: 
1) простое трансцендентное расширение 

кольца K [5, с. 217; 15, c. 120; 17, c. 459];
2) кольцо бесконечных последовательно-

стей вида 0 1( , ,..., ,0,0,...)na a a , где ia K∈  
[6, с. 163; 18, c. 209; 19, c. 36; 20, c. 149];

3) кольцо K[x], владеющее 3-мя свойствами:  
1. K[x] содержит K в качестве подкольца. 
2. K[x] содержит элемент x, трансцендент-

ный над K. 
3. K[x] – минимальное кольцо, содержащее 

K и x [16, с. 235].
Кольцо многочленов 

 
1 2[ , ,..., ]nK x x x  от мно-

гих переменных над кольцом K определяется 
индуктивно как кольцо многочленов от одной 
переменной xn над кольцом 1 2 1[ , ,..., ]nK x x x - . 

При таком подходе проблемы возникают 
уже на этапе воспроизведения студентом 
определения, поскольку, чтобы сформулиро-
вать определение многочлена, студенту сна-
чала необходимо описать процесс постро-
ения структуры, затем определить многочлен 
как элемент данной структуры и установить 
его вид. В результате, как показывает опыт, 
студенты формулируют то определение, 
к которому привыкли в школьном курсе: мно-
гочлен − это сумма одночленов (формальное 
определение, недостатки которого были опи-
саны выше). Довольно громоздкое постро-
ение кольца становится совершенно беспо-
лезной тратой времени. В результате такого 
подхода не формируется четкое «видение» 

понятия, суть его не раскрывается, изучение 
материала становится формальным. 

Отметим также один немаловажный 
нюанс, который в учебниках, берущих за 
основу современный алгебраический под-
ход, не находит отражения: при индуктивном 
построении кольца многочленов от многих 
переменных следует показать «равноправие» 
всех переменных. Этот факт используется, но 
не обосновывается.

Чтобы лучше раскрыть суть проблемы, 
рассмотрим кольцо многочленов K[x, y] от 
переменных x и y над K. Построение этого 
кольца осуществляется следующим образом: 
к кольцу K вначале присоединяют трансцен-
дентный над K  элемент x, а потом к полу-
ченному кольцу K[x] присоединяют трансцен-
дентный над K[x] элемент y. Следовательно, 
от x требуется трансцендентность над K, а от 
y − трансцендентность над K[x]. А если изме-
нить последовательность присоединения эле-
ментов x и y? Присоединить вначале y. Будет 
ли x трансцендентным над K[y]? 

Предлагаемый подход к введению поня-
тий многочлена от одной и многих пере-
менных. Заметим, что понятия многочлена 
от одной переменной и многочлена от мно-
гих переменных не должны изучаться одно-
временно (как это иногда практикуют с целью 
экономии времени). Многие из свойств колец 
многочленов от одной и многих переменных 
аналогичны, однако не всегда понятия теории 
многочленов от многих переменных являются 
обобщениями понятий теории многочленов от 
одной переменной (например, понятие стан-
дартного вида многочлена). Кроме того, свой-
ства многочленов от одной переменной изу-
чать проще и записи не такие громоздкие. 

Предлагаем вводить понятие многочлена 
от одной переменной следующим образом. 

В основу определения (см. [1, с. 517]) была 
взята возможность единственной записи мно-
гочлена от одной переменной x над кольцом  
K в виде 

2
0 1 2= ... n

nf a a x a x a x+ + + + .             (2)
Для того чтобы не определять действия 

умножения элементов ai кольца K на элемент 
x и на степени xi и действие сложения выра-
жений ai xk и alxl, удобно рассматривать и эле-
менты ai, и элемент x как элементы одного 
более широкого кольца L (тогда эти опера-
ции заданы изначально). Вопрос о том, суще-
ствует ли такое кольцо, пока не стоит. 

Можно ли в качестве x взять произвольный 
элемент из L, не принадлежащий K? Нет, 
нельзя, поскольку характерным свойством 
многочлена от одной переменной является 
единственность записи его в виде (2), а эта 
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единственность обеспечивается в том и только 
в том случае, когда элемент x − трансцендент-
ный над кольцом K. Получаем следующее 
определение.

Определение. Пусть ; ,L + ⋅  − коммутатив-
ное кольцо с единицей 1, K − подкольцо кольца 
L, 1 ∈ K, и пусть x ∈ L − трансцендентный 
над K элемент. Многочленом от переменной 
x над кольцом K называется каждый элемент 
f ∈ L, который можно записать в виде 

2
0 1 2= ,n

nf a a x a x a x+ + + +

где ai ∈ K для всех i = 0, 1, ... , n, {0}n ∈ ∪ . 
Существенность требования «x − транс-

цендентный над K» подчеркивают следующие 
утверждения.

Теорема. Пусть f ≠ 0 − некоторый элемент 
кольца L. Для того чтобы разложение f по сте-
пеням элемента x над K было единственным, 
необходимо и достаточно, чтобы x был транс-
цендентным над K. 

Следствие. Для произвольного многоч-
лена f ∈ L, f ≠ 0, от переменной x над K раз-
ложение по степеням элемента x существует 
и единственно. 

Далее рассмотрим подмножество множе-
ства L, элементами которого являются мно-
гочлены от переменной x над K. Это подмно-
жество является подкольцом кольца L. 

Теорема. Пусть K − подкольцо с единицей 
коммутативного кольца ; ,L + ⋅ , x − элемент из L, 
трансцендентный над K. Тогда:  
1) множество K[x] всех многочленов от пере-

менной x над кольцом K образует кольцо; 
2) кольцо K[x] является минимальным под-

кольцом кольца L, содержащим как 
кольцо K, так и элемент x.  
Наконец подходим к вопросу: «Для про-

извольного ли кольца K вообще существует 
такой объект изучения, как многочлен от 
одной переменной над K? (или, что равно-
сильно, всегда ли существует трансцендент-
ный над K элемент?)». Действительно, спра-
ведлива следующая теорема.

Теорема. Кольцо многочленов от одной 
переменной существует над произвольным 
коммутативным кольцом с единицей K.

Для доказательства строим модель кольца 
многочленов. Для этого каждому  много члену

 
2

0 1 2
n

nf a a x a x a x= + + + +

ставим в соответствие бесконечную по сле до-
вательность его коэффициентов

 
 

0 1 2( , , ,..., ,0,0,...).na a a a

На множестве 'L  этих последовательностей  
задаем операции сложения ⊕ и умножения  
(которые соответствуют операциям в кольце 

K[x]),  и  показываем, что '; ,L ⊕   − кольцо, 
являющееся кольцом многочленов над мно-
жеством 1 0 0{( ,0,0,...) | }K a a K= ∈  (соответству-
ющим кольцу K). 

Необходимость введения последова-
тельностей для задания модели многочлена 
при таком подходе вполне понятна студен-
там, она естественна (ведь единственность 
записи в виде (1) позволяет изучать свойства 
по заданному набору коэффициентов). А вот 
введение последовательностей без предва-
рительного определения понятия многочлена, 
как это сделано, например, в [6, c. 160–163], 
вызывает у студентов недоумение и вопрос 
«Зачем это вообще нужно рассматривать»?

Остается обсудить вопрос о единственно-
сти кольца многочленов от одной перемен-
ной. Формулируем более общее утверждение 
(оно будет использоваться в дальнейшем).

Теорема. Пусть K и K1 − коммутативные 
кольца с единицей,  K[x] − кольцо многочленов 
от переменной x над K, K1[y] − кольцо 
многочленов от переменной y над K1. Тогда 

если 1K K
ϕ

≅ , то 1[ ] [ ]K x K y
ψ

≅ , причем ( ) = ( )a aψ ϕ  
для всех a K∈ , ( ) =x yψ  (то есть изоморфизм 
Ψ является продолжением изоморфизма ϕ). 

Следствие. С точностью до изоморфизма 
кольцо многочленов от одной переменной 
над произвольным коммутативным кольцом K 
с единицей единственно.    

Понятие многочлена от многих перемен-
ных вводится следующим способом. Чтобы 
обеспечить единственность записи много-
члена в виде

1 2

1 2
1 2

... 1 2
, ,...,

0

= ... n

n
n

i i

k k k
k k k n

k k k
k m

f a x x x
≤ ≤

∑ ,

необходимо и достаточно требовать, чтобы 
система элементов x1, x2, ... , xn была алгеб-
раически независима над кольцом K. Под 
ал гебраически независимой (АНЗ) над K 
системой элементов мы понимаем такую сис-
тему элементов x1, x2, ... , xn, что равенство

 

1 2
1 2

1 2
1 2

... 1 2
0 0 0

... ... 0,
n

n

n
n

m m m
k k k

k k k n
k k k

a x x x
= = =

=∑ ∑ ∑  где 
 

1 2 ... ,
nk k ka K∈

возможно тогда и только тогда, когда 
 

1 2 ... 0
nk k ka =  

для всех наборов показателей 
 

1 2( ... ).nk k k
Использование понятия алгебраически 

не зависимой над кольцом системы элементов 
для определения многочлена от многих пере-
менных предлагается впервые. Это позво-
ляет ввести понятия многочлена от одной и 
многих переменных совершенно аналогично 
(таблица). 
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Таблица – Понятия многочлена

Кольцо многочленов от одной переменной Кольцо многочленов от многих переменных

Пусть 
 

+ ⋅; ,L  − коммутативное кольцо с единицей 1, 
K − подкольцо кольца L, 1 ∈ K, и пусть x ∈ L − трансцен-
дентный над K элемент. Многочленом от переменной x 
над кольцом K называется каждый элемент f ∈ L, 
который можно записать в виде 

 
+ + + +

2
0 1 2= ,n

nf a a x a x a x  
где ai ∈ K  для всех i = 0, 1, ... , n, 

 
∈ ∪ {0}n .  

Пусть 
 

+ ⋅; ,L  − коммутативное кольцо с единицей 1, K − под коль-
цо кольца L, 1 ∈ K, и пусть система элементов x1, x2, ... , xn ∈ L − АНЗ 
над K. Многочленом от переменных  x1, x2, ... , xn  над кольцом K 
на зывается каждый элемент f ∈ L, который можно записать в виде

 
 

≤ ≤

∑ 1 2
1 2

1 2

... 1 2
, ,...,

0

= ... ,n

n
n

i i

k k k
k k k n

k k k
k m

f a x x x
 

где 
 

∈
1 2 ... nk k ka K , 

 
∈ ∪ {0}im  для всех i = 0, 1, ... , n.  

Для произвольного многочлена f ∈ L, f ≠ 0 от переменной 
x над K разложение по степеням элемента x существует и 
единственно. 

Каждый многочлен f ∈ L, f ≠ 0 от переменных x1, x2, ... , xn  над K 
можно, причем единственным образом, записать в виде 

 

1 2

1 2
1 2

... 1 2
( , ,..., )

= ... ,n

n
n

k k k
k k k n

k k k M
f a x x x

∈
∑

 
где 

 
∈

1 2 ... nk k ka K , M − конечно, так, что f не будет иметь подобных 
членов и членов с равными 0 коэффициентами. 

Теорема. Пусть K − подкольцо с единицей коммутативно-
го кольца 

 
+ ⋅; ,L , x − элемент из L, трансцендентный 

над K. Тогда:  
1) множество K [x ]  всех многочленов от переменной x над 
кольцом K образует кольцо; 
2) кольцо K [x ]  является минимальным подкольцом 
кольца L, содержащим как кольцо K, так и элемент x.  

Теорема. Пусть K − подкольцо с единицей коммутативного кольца 

 
+ ⋅; ,L , x1, x2, ... , xn − система элементов из L, АНЗ над K. Тогда:  

1) множество K [x1,  x2,  . . .  ,  xn]  всех многочленов от переменных 
x1,  x2,  . . .  ,  xn над кольцом K образует кольцо;

2) кольцо K [x1,  x2,  . . .  ,  xn]  является минимальным  подкольцом 
кольца L, содержащим как кольцо K, так и элементы x1, x2, ... , xn.  

Теорема. Кольцо многочленов от одной переменной 
существует над произвольным коммутативным кольцом 
с единицей K.

Теорема. Кольцо многочленов от многих переменных существует 
над произвольным коммутативним кольцом K с единицей. 

Теорема. Пусть K и K1− коммутативные кольца с еди ни-
цей, K [x ]  − кольцо многочленов от переменной x над K, 
K1[y ]  − кольцо многочленов от переменной y над K1. 

Тогда если 
 

ϕ

≅ 1,K K  то 
 

ψ

≅ 1[ ] [ ].K x K y

Следствие. С точностью до изоморфизма кольцо 
многочленов от одной переменной над произвольным 
коммутативным кольцом K с единицей − единственно.     

Теорема. Пусть K и K1 − коммутативные кольца с единицей,  
K [x1,  x2, ... , xn] − кольцо многочленов от переменных x1, x2, ... , 
xnнад K, K1[y1,  y2,  . . .  ,  yn]  − кольцо многочленов от переменных 

y1,  y2,  . . .  ,  yn над K1. Тогда если 
 

ϕ

≅ 1,K K , то 

 

ψ

≅1 2 1 1 2[ , ,..., ] [ , ,..., ].n nK x x x K y y y
Следствие. С точностью до изоморфизма кольцо многочленов от 
многих переменных над произвольным коммутативным кольцом K 
с единицей − единственно.  

Предлагаемый подход к введению поня-
тия многочлена от многих переменных, как 
показывает практика, воспринимается легче, 
поскольку обобщает известный студенту уже 
осмысленный материал, и, что очень важно, 
позволяет избежать неточностей, связанных 
с необходимостью доказательства «равно-
правия» переменных (в таком случае все 
переменные x1, x2, ... , xn уже по определению 
абсолютно «равноправны»). А показать, что 
на кольцо многочленов от n переменных 
можно смотреть как на кольцо многочленов 
от одной переменной над кольцом многоч-
ленов от n – 1 переменной (что используется 
для изучения свойств данного кольца), совер-
шенно несложно.  

Пусть K[x1, x2, ... , xn] − кольцо многочленов 
от переменных x1, x2, ... , xn над кольцом K.

Предложение. Множество

1 1 1[ ,..., , ,..., ]i
i i nK K x x x x- +=

всех элементов f кольца K [x1, x2, ... , xn] вида

 

1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
... 0 ... ... ...

,..., , ,...,
0

= k k k ki i n
i i n ni i

i i n
j j

k k k k x x x x
k k k k

k m

f a
- +

- + - +
- +

≤ ≤

∑

является подкольцом кольца K [x1, x2, ... , xn] 
для всех i = 1, 2, ... , n.  

Предложение. Элемент xi является транс-
цендентным над кольцом iK  для всех i = 1, 
2, ... , n.  

Теорема. Кольцо K [x1, x2, ... , xn] является 
кольцом многочленов от одной переменной xi 
над iK  для всех i = 1, 2, ... , n.  

Теорема. Кольцо iK является кольцом мно-
гочленов от переменных x1, x2, ... , xi–1, xi+1, ... , 
xn над K (для всех i = 1, 2, ... , n).  
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Отметим, что описанный подход вполне 
доступен студентам педагогического универ-
ситета. Соответственно предложенной авто-
рами последовательности построения курса 
«Алгебра и теория чисел» (см. [21]), рассмот-
рению теории многочленов предшествует 
(согласно программе) достаточно детальное 
изучение абстрактной теории колец, поэтому 
большинство предлагаемых в настоящей 
 статье теорем для студентов являются обыч-
ными стандартными задачами. 

Заметим также, что такое достаточно 
детальное исследование сущности понятия 
многочлена действительно необходимо. 
Время, дополнительно затраченное на осве-
щение нюансов, рассмотрение достаточного 
количества иллюстративных и конкретизиру-
ющих  примеров, разбор структуры определе-
ния, окупается потом за счет более легкого и 
результативного усвоения свойств данного 
понятия. И наоборот, спешка при введении 
понятия многочлена, констатация формаль-
ного определения без выяснения сущности 
«символов» x1, x2, ... , xn, ненадлежащее, опи-
сательное обоснование свойств (например, 
«бегло» намеченный ход доказательства) не 
способствуют формированию четкого пред-
ставления о сущности понятия многочлена и 
в результате приводят к трудностям при изу-
чении последующих вопросов, к формаль-
ному усвоения всей теории.

Выводы. Предложенный в работе подход 
к введению понятия многочлена позволяет, 
как показывает практика, сформировать чет-
кое представление студентов об этом поня-
тии, является строго научным (для всех пред-
ложений получены строгие доказательства) и 
одновременно не громоздким, доступным. 
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Summary

Existing approaches to the introduction of the con-
cepts of a polynomial in one or several variables over 
a commutative ring with identity in the Higher Algebra 
Course are analyzed and a new approach is proposed. 
It is the first time ever that to define a polynomial in sev-
eral variables a concept of algebraically indepen dent 
system of elements is used. This allows introducing the 
concepts of polynomials in one and several variables 
in complete analogue, emphasizes the characteristic 
properties of the concepts, reveals their essence and 
simplifies greatly the material presentation. 
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