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ПОКАЗАТЕЛЯМИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

ведение. Рассмотрим линейную 
дифференциальную систему  

∈ ≥ = ( ) , , 0,nx A t x x t   (1) 
размерности ≥ 2n  с кусочно-непрерывной 
и равномерно ограниченной (

≥

+∞
0

( ) <sup
t

A t ) 

на временнόй полуоси ≥ 0t  матрицей коэф-
фициентов. Класс всех таких систем обозна-
чается через Mn. Отождествляя систему (1) 
с ее матрицей коэффициентов, будем писать 

∈ .nA M  Через XA(.,.) обозначим матрицу Коши 
системы (1).  

Верхний Ω0( )A  и нижний ω0( )A  генераль-
ные (особые) показатели системы (1) за-
даются равенствами [1, с. 172; 2, с. 110]  
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Иногда, как, например, в [1, с. 172] или [3, 
с. 89], при вычислении пределов в соотноше-
ниях (2) к условию − τ → +∞t  добавляют 
еще дополнительное условие τ → +∞.  Дока-
зательство того, что это дополнительное 
условие не изменяет (по меньшей мере для 
систем из класса nM ) величин (2), приведено 
в доказательстве теоремы 1 работы [4].  

 Показатели (2) (точнее, первый из них) 
введены П. Г. Болем [5] (см. также 6, с. 461]) 
и независимо из других соображений К. П. Пер-
сидским [7; 8, с. 94] (см. также [1, с. 172; 2, 
с. 109–111]). Позже к понятию генеральных по-
казателей, обобщая результаты А. М. Ляпу-
нова по устойчивости движения на системы 
в банаховом пространстве, пришел М. Г. Крейн 
[9; 10; 1, с. 213]. Для (нелинейной) системы 
отрицательность верхнего генерального по-
казателя ее системы первого приближения, 
если последняя принадлежит классу ,nM  яв-
ляется [5] необходимым и достаточным усло-
вием устойчивости при постоянно действу-
ющих возмущениях, а также [7] необходимым 

и достаточным условием равномерной устой-
чивости по первому приближению. Отрица-
тельность верхнего генерального показателя 
системы – достаточное условие ее равно-
мерной устойчивости и необходимое и дос-
таточное условие равномерной устойчивости 
всех систем из некоторой ее окрестности 
(в метрике равномерной сходимости на 
полуоси матриц коэффициентов систем из Mn). 
Кроме того, точная верхняя грань показате-
лей Ляпунова всех обобщенных решений ли-
нейной дифференциальной системы с равно-
мерно непрерывной матрицей коэффициен-
тов совпадает с верхним генеральным по-
казателем [11]. Важная характеризация пока-
зателей (2) получена в работе [12]: в частно-
сти, верхний генеральный показатель Ω0( )A  
системы (1) есть точная верхняя грань верх-
них показателей Боля ненулевых решений 
системы (1) при малых возмущениях ее мат-
рицы коэффициентов. Аналогичные утверж-
дения (с соответствующими изменениями) 
справедливы и для нижнего генерального по-
казателя ω0( ).A  Приведенные свойства вели-
чин (2) делают их одними из основных 
асимптотических характеристик линейных 
дифференциальных систем.  

Так как для произвольной невырожденной 
×n n -матрицы X  справедливы соотношения  
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(норма вектора евклидова),  
т. е. || ||X  и − −1 1|| ||X  – это, соответственно, 
большая и малая полуоси −( 1)n -мерного эл-
липсоида −ξ ∈ ξ1{ : || || =1},n X  порождаемого 
линейным отображением .X  Поэтому с гео-
метрической точки зрения верхний Ω0( )A  
и нижний ω0( )A  генеральные показатели 
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системы (1) – это асимптотически точные при 
− τ → +∞t  крайние границы изменения в ло-

гарифмической шкале полуосей семейства 
эллипсоидов, порождаемых семейством ли-
нейных отображений τ( , )AX t  (показатель 
Ω0( )A  – точная верхняя граница больших 
полуосей, а показатель ω0( )A  – точная ниж-
няя граница малых полуосей этого семейства 
эллипсоидов). С этой точки зрения представ-
ляется естественным наряду с величинами (2) 
рассмотреть также величины  
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дающие, соответственно, асимптотически 
точные при − τ → +∞t  нижнюю границу из-
менения больших полуосей и верхнюю грани-
цу изменения малых полуосей в логарифми-
ческой шкале семейства эллипсоидов, по-
рождаемых семейством линейных отображе-
ний τ( , ).AX t  Определения (4) введены в ра-
ботах [13–14]. Хотя для величин (4) к настоя-
щему времени не известно каких-либо столь 
же важных свойств, как свойства, приве-
денные выше для величин (2), тем не менее, 
с формально-логической точки зрения, опре-
деление величин (2) не обладает никакими 
преимуществами перед определением вели-
чин (4). Более того, совместное рассмот-
рение величин (2) и (4), поскольку они 
взаимно дополняют друг друга, устанавливая 
точные двусторонние оценки изменения 
норм τ|| ( , ) ||AX t  и − τ1|| ( , ) ||AX t при − τ → +∞,t  
представляется естественным и необходи-
мым. Показатели Ω0( )A  и ω0( )A  называются 
[13–14] соответственно старшим нижним 
и младшим верхним генеральными (особы-
ми) показателями; по этой же терминологии 
показатели Ω0( )A  и ω0( )A  – это старший 
верхний и младший нижний генеральные 
(особые) показатели.  

Из определений (2) и (4) очевидно вы-
текает, что генеральные показатели Ω0( ),A  
Ω0( )A  и ω0( ),A  ω0( )A  удовлетворяют следу-
ющим неравенствам  
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а из определений (2) и (4) и соотноше-
ний (3) – неравенствам  
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Неравенства (5) вытекают из того, что 
верхний предел не меньше нижнего предела, 
если эти пределы берутся по одному и тому 
же множеству, а неравенства (6) – простое 
следствие вытекающего из соотношений (3) 
неравенства − −τ ≤ τ1 1|| ( , ) || || ( , ) ||,A AX t X t  а также 
возрастания функции ⋅ln( )  на положительной 
полуоси и положительности разности − τ.t  
Неравенства (5) и (6) более компактно можно 
записать в следующем равносильном виде  
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 Естественно возникает вопрос: дают ли 
неравенства (5) и (6) или, что то же самое, 
неравенства (7), все возможные соотноше-
ния между генеральными показателями 
систем класса Mn? В частности, имеются ли 
какие-либо соотношения между показателя-
ми (4) Ω0( )A  и ω0( )A ? Ответ на сформули-
рованные вопросы дает теорема работы, 
которая показывает, что никаких других соот-
ношений между генеральными показателями 
на классе nM  систем не существует и, 
в частности, что показатели Ω0( )A  и ω0( )A  
вообще не связаны между собою никакими 
соотношениями.  

 
Основная часть. Теорема. Для каждого 

натурального ≥ 2n  и четверки веществен-
ных чисел α β γ δ( , , , )  тогда и только тогда 
найдется система ∈ ,nA M  для которой вы-
полнены равенства  
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когда для этих чисел выполняются не-
равенства  

 
β γ ≤ δ

α ≤ β γ

max{ , }
и

min{ , }.
       (9) 

Доказательство. 1. Необходимость ус-
ловий теоремы – неравенства (7) – установ-
лена выше в постановке задачи.  

2. Достаточность. Построим вначале 
нужную систему при = 2.n  Зафиксируем ка-
кую-либо последовательность ∈ ∪ ↑ +∞{0}( )m mT   
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точек временной полуоси, удовлетворяющую 
условиям: 0 = 0T  и  

 +
→+∞

− +∞1( ) = .lim m m
m

T T    (10) 

Определим на полуоси функции ⋅( )a  и ⋅( )b  
равенствами:  
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где k ∈ .  Диагональную матрицу 
diag[ ( ), ( )],a t b t  ≥ 0,t  

обозначим через ( )D t  и докажем, что для ге-
неральных показателей системы  

 ∈ ≥

2= ( ) , , 0,x D t x x t    (12) 
справедливы равенства:  

к
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D D

D D
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Поскольку матрица коэффициентов сис-
темы (12) диагональна, то для матрицы Коши 

⋅ ⋅( , )DX  этой системы очевидно представление  

τ τ

τ

τ ≥

∫ ∫( , ) = diag [exp ( ) ,exp ( ) ],

, 0,

t t

DX t a s ds b s ds

t

 (14) 

а значит, 

τ τ

τ ∫ ∫( , ) = max{exp ( ) ,exp ( ) }.
t t

DX t a s ds b s ds  

Следовательно, так как в силу определений 
(11) и выбора постоянных α,  β,  γ,  δ  при всех 

≥ 0t  выполнено неравенство ≥( ) ( ),a t b t  то  

τ

τ ≥ τ ≥∫( , ) = exp ( ) , 0,
t

DX t a s ds t   (15) 

а значит, вследствие определения коэффи-
циента ⋅( )a  имеет место двойное не-
равенство  

 β − τ ≤ τ ≤ δ − τ

≥ τ ≥

exp { ( )} ( , ) exp{ ( )},
0.

Dt X t t
t    

(16) 

Из оценок (16) в силу первых равенств 
в определениях (2) и (4) получаем 
соответственно неравенства:  

 Ω ≤ δ0( )D  и Ω ≥ β0( ) .D    (17) 
С другой стороны, вследствие равенства 

(15) и определения коэффициента ⋅( )a  оче-
видны равенства 
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а так как по выбору последовательности 
( )mT  верны соотношения  

− −− → +∞2 1 2 2k kT T  и −− → +∞2 2 1k kT T  
при → +∞,k  

то имеют место неравенства, противополож-
ные неравенствам (17), что и доказывает 
справедливость двух последних равенств 
в соотношениях (13).  

Докажем два первых равенства в соотно-
шениях (13). Вследствие представления (14) 
и неравенства ≥( ) ( ),a t b t  ≥ 0,t  получаем, что  

−−

τ

τ

≥ τ ≥

∫
11( , ) = exp ( ) ,

0,

t

DX t b s ds

t

   (18) 

а значит, в силу определения коэффициента 
⋅( )b  имеет место двойное неравенство  

−−α − τ ≤ τ ≤ γ − τ

≥ τ ≥

11exp{ ( )} ( , ) exp{ ( )},

0.
Dt X t t

t    
(19) 

Из оценок (19) в силу вторых равенств 
в определениях (2) и (4) получаем соответ-
ственно неравенства:  
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С другой стороны, вследствие равенства 
(18) и определения коэффициента ⋅( )b  оче-
видны равенства  
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а значит, поскольку 
− −− → +∞2 1 2 2k kT T  и −− → +∞2 2 1k kT T   

при → +∞k  
согласно выбору последовательности ( ),mT  
имеют место неравенства, противоположные 
неравенствам (20), что и доказывает спра-
ведливость двух первых равенств в соотно-
шениях (13).  

Теорема в случае = 2n  доказана.  
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 Докажем теорему для > 2.n  Рассмотрим 
диагональную матрицу  

∈ ≥ = ( ) , , 0,nx B t x x t   (21) 
с матрицей ≡ ( ) diag[ ( ), , ( ), ( )],B t a t a t b t  ≥ 0.t  
Так как для матрицы Коши ⋅ ⋅( , )BX  системы 
(21) в силу определения ее матрицы коэф-
фициентов очевидны тождества  

τ τ

τ τ τ ≥

( , ) = ( , )
и

( , ) = ( , ) , , 0,

B D

B D

X t X t

X t X t t
 

то ее генеральные показатели совпадают 
с одноименными генеральными показателя-
ми системы (12). Теорема доказана.  

 Из доказанной теоремы вытекает, в част-
ности, что старший нижний Ω0( )A  и младший 
верхний ω0( )A  генеральные показатели сис-
тем ∈ nA M  не связаны, вообще говоря, меж-
ду собой никакими неравенствами. В самом 
деле, выбирая в доказательстве теоремы 
постоянные α, β, γ, δ удовлетворяющими со-
отношениям α ≤ β γ ≤ δ<  (неравенства (9) 
очевидно выполнены), получим неравенство 
Ω ω0

0( ) < ( ).A A  Выбирая же их такими, чтобы 
α ≤ γ β ≤ δ<  (неравенства (9) очевидно вы-
полнены), получим обратное неравенство 
ω Ω0

0( ) < ( ).A A  В случае же если α ≤ β γ ≤ δ= , 
имеем равенство этих показателей 
ω Ω0

0( ) = ( ).A A  
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SUMMARY 
We have described of the set of all relations bet-

ween the general parameters 0 ( ),AΩ  0 ( ),Aω  0 ( ),AΩ  
0 ( )Aω  linear differential systems = ( ) , , 0nx A t x x t∈ ≥   

with piecewise continuous and bounded on a 
temporary half-axis coefficient matrices. 

From this theorem it has been shown that the 
lower a senior 0 ( )AΩ and a junior high 0 ( )Aω  general 
performance systems nA M∈  are not linked with any 
inequalities. 
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