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В статье рассмотрены методические особенности формирования навыков доказательных рассуждений  
на начальном этапе изучения высшей алгебры в рамках новых учебных планов Республики Беларусь. 
Представлены различные типы доказательных рассуждений: простое воспроизведение, обобщенное 
воспроизведение, логический поиск с элементами эвристики. Для каждого из типов приведены 
соответствующие примеры по теме «Арифметика целых чисел». На примере числовых множеств 
продемонстрирована возможность построения единой доказательной базы на основе элементарных 
утверждений (свойств) теории групп, колец и полей. Приведен пример развернутого задания  
с методическими комментариями по теме «Арифметика целых чисел», на основе которого 
преподавателем может быть организован поиск доказательных утверждений. Рассмотрен ряд заданий  
по темам «Арифметика целых чисел» и «Группы, кольца, поля», при выполнении которых формируются  
и корректируются навыки доказательных рассуждений. Акцент на ключевых моментах в доказательстве 
теорем, их идеях позволяет более эффективно осуществлять реализацию образовательной программы 
по высшей алгебре и усилить мотивацию студентов к ее изучению.
Ключевые слова: высшая алгебра, доказательное рассуждение, теорема, лекция, практическое занятие, 
целостный подход, математическая логика, эвристические задания.

The article discusses the methodological features of the formation of skills of evidence-based reasoning at the 
initial stage of studying higher algebra within the framework of the new curricula of the Republic of Belarus. 
Various types of evidential reasoning are presented: simple reproduction, generalized reproduction, logical search 
with heuristic elements. For each of the types, corresponding examples are given on the topic «Arithmetic of 
integers.» The example of number sets demonstrates the possibility of building a single evidence base based on 
elementary statements (properties) of the theory of groups, rings and fields. An example of a detailed task with 
methodological comments on the topic «Arithmetic of integers» is given, on the basis of which the teacher can 
organize a search for evidence. A number of tasks on the topics «Arithmetic of integers» and «Groups, rings, 
fields» are considered, during the performance of which the skills of evidence reasoning are formed and adjusted. 
The emphasis on key points in proving theorems, their ideas makes it possible to more effectively implement the 
educational program in higher algebra and increase the motivation of students to study it.
Keywords: higher algebra, proof reasoning, theorem, lecture, practical lesson, holistic approach, mathematical 
logic, heuristic tasks.

Введение. Согласно новому образова-
тельному стандарту и учебному плану по 
специальности 6-05-0113-04 «Физико-мате-
матическое образование (информатика; ма-
тематика и информатика; математика и фи-
зика)», утвержденному в 2023 году, учебная 
дисциплина «Высшая алгебра» входит в мо-
дуль «Высшая математика – 1», цикл специ-
альных дисциплин государственного компо-

нента, и изучается на первом курсе педаго-
гического университета.

В процессе изучения высшей алгебры 
студентами физико-математического фа-
культета предполагается развитие логиче-
ского мышления и формирование навыков 
изложения доказательств алгебраических 
утверждений (теорем, свойств, формул, при-
знаков).
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Методические аспекты формирования 
у студентов умения доказывать теоремы при 
изучении алгебры были изложены в статье ав-
тора [1] в 2019 году. В то время абстрактную 
учебную дисциплину «Алгебра» (так она тогда 
называлась) в педагогическом университете 
преподавали на втором курсе, после изучения 
математической логики, аналитической геоме-
трии, математического анализа и элементар-
ной математики, которые служили источником 
содержательных примеров алгебраических 
структур и образцов доказательств теорем.

Отсутствие в школе систематической 
практики решения задач на доказательство, 
умения выделять, что дано и что нужно полу-
чить как результат цепочки рассуждений, 
определять взаимосвязи между суждениями 
создают трудности на начальных этапах изу- 
чения учебных дисциплин математического 
цикла в педагогическом университете. 

Кроме того, высшая алгебра, аналитиче-
ская геометрия и математический анализ 
одновременно изучаются на первом курсе. 
Как вариант на будущее, в первом семестре 
достаточно было бы двух дисциплин мате-
матического цикла: «Практикум по решению 
задач элементарной математики» и «Введе-
ние в высшую математику», с элементами 
математической логики, теории множеств 
и теории доказательств.

Все вышесказанное подтверждает акту-
альность разработки методического обеспе-
чения для формирования навыков доказа-
тельных рассуждений в первом семестре 
в рамках учебных дисциплин математиче-
ского цикла. В учебно-методической литера-
туре, как правило, особенности формирова-
ния навыков доказательных рассуждений 
рассматриваются на примере школьной гео-
метрии. В данной статье в качестве иллю-
стративной базы для исследования выступа-
ют начальные главы высшей алгебры.

Основная часть. Согласно новым учеб-
ным планам, часов на изучение теоретиче-
ского материала на лекциях по алгебре ста-
ло в два раза меньше по сравнению с пре-
дыдущими планами. Учитывая сложившуюся 
ситуацию, для реализации целостного под-
хода [2; 3], обеспечивающего глубокое и все-
стороннее изучение и понимание учебной 
дисциплины «Высшая алгебра» в рамках су-
ществующей учебной программы, в первом 
семестре необходимо:

	– во-первых, доказывать основные алге-
браические теоремы очень тщательно, 
последовательно отображая логику рас-
суждений, обосновывая на каждом шаге 

возможность перехода от одного утверж-
дения к другому;

	– во-вторых, выявлять аналогии и общие 
схемы в доказательствах теорем, обнару-
живать взаимосвязи и параллели между 
различными алгебраическими структу-
рами и их свойствами;

	– в-третьих, использовать и развивать при 
решении задач на доказательство не 
только математическую логику, но и инту-
ицию, ассоциативное мышление.
Специальные серии заданий, способ-

ствующие развитию математической интуи-
ции во время проведения факультативных 
занятий по математике с учащимися, пред-
ставлены в пособии [4]: задачи и устные 
упражнения на делимость целых чисел, тож-
дественные преобразования алгебраиче-
ских выражений, предугадывание направле-
ния поиска в решении задачи, нахождение 
и использование аналогий, закономерно-
стей. Их целесообразно использовать на 
первых практических занятиях по высшей 
алгебре для коррекции и развития навыков 
доказательных рассуждений.

В статье [5] проанализированы возможно-
сти применения технологии работы с менталь-
ными картами, основанной на когнитивно- 
визуальном подходе к формированию ком-
петенций. Ментальные карты можно также 
использовать для схематического отображе-
ния укрупненных блоков информации, клю-
чевых этапов доказательства алгебраиче-
ских утверждений.

В целях систематизации полученных навы-
ков со студентами в процессе эвристической 
беседы каждый раз необходимо акцентиро-
вать внимание на: 1) типе доказанного утверж-
дения (теорема, свойство, следствие, форму-
ла, критерий, необходимое и достаточное ус-
ловие); 2) методе проведения доказательства 
(метод математической индукции, конструк-
тивное доказательство, доказательство от 
противного); 3) основных идеях и этапах дока-
зательства; 4) согласовании изучаемого мате-
риала с абстрактными свойствами алгебраи-
ческих структур (групп, колец, полей). 

В процессе изучения высшей алгебры не-
обходимо обращать внимание на доказатель-
ства, выполняемые по одной схеме. Напри-
мер, доказательства теорем о делении 
с остатком для целых чисел и для многочле-
нов от одной переменной похожи по своей 
сути, проводятся по одной схеме. В доказа-
тельствах этих теорем присутствуют два эта-
па: доказательство существования и доказа-
тельство единственности. Поэтому при дока-
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зательстве теоремы о делении с остатком для 
многочленов после подробного рассмотрения 
доказательства теоремы о делении с остат-
ком для целых чисел похожие цепочки рас-
суждений можно оставить студентам в каче-
стве упражнения. Обратить внимание на лек-
ции нужно лишь на то, что целые числа можно 
сравнивать между собой по модулю, а для 
сравнения многочленов в доказательстве тео-
ремы выступает такая мера, как «степень 
многочлена». Все остальные цепочки рассуж-
дений в доказательстве теоремы аналогичны.

Основным направлением, организующим 
изучение высшей алгебры в первом семестре, 
являются алгебраические структуры (группы, 
кольца, поля). Они позволяют увидеть, что 
многие свойства целых чисел, комплексных 
чисел, многочленов от одной переменной ана-
логичны (если отвлечься от их формализован-
ной символической записи) и их доказатель-
ства тоже аналогичны. Это свойства коммута-
тивности, ассоциативности введенных на них 
операций сложения и умножения, существова-
ние нейтральных и симметричных элементов, 
их однозначная определенность.

В единое целое объединить учебный мате-
риал раздела «Введение в высшую алгебру» 
позволяет заключительная тема «Группы, 
кольца, поля». При ее изучении мы уже не до-
казываем и не проверяем условия, при кото-
рых множество становится группой, кольцом 
или полем относительно заданных операций, 
а делаем выводы, подводим итоги на основе 
уже доказанных ранее утверждений не только 
в курсе высшей алгебры, но и математическо-
го анализа, аналитической геометрии.

Действительно, множество комплексных 
чисел является полем, а множество корней 
степени n из единицы образует мультиплика-
тивную группу, множество функций действи-
тельных переменных является кольцом, век-
торное произведение является бинарной ал-
гебраической операцией на множестве 
геометрических векторов в пространстве.

При рассмотрении темы «Группы, коль-
ца, поля» мы также разбираем примеры дру-
гих алгебраических структур, проводим соот-
ветствующие доказательства, актуализиру-
ющие и закрепляющие навыки проведения 
доказательных рассуждений.

Следуя статье [6, с. 431], под доказа-
тельными рассуждениями мы понимаем 
такие, в которых «основаниями перехода 
от одних суждений к другим являются тео-
ретические предложения (аксиомы, теоре-
мы, определения некоторой математиче-
ской теории)». 

В психолого-педагогической литературе 
выделяют репродуктивный и продуктивный 
уровни проведения доказательных рассуж-
дений. К первому уровню относятся простые 
и обобщенные воспроизведения доказа-
тельств. Важно распознать, к какому типу за-
дач с известной схемой рассуждений отно-
сится данная задача на доказательство. 

Фактически, необходимо выделить общее 
в условиях, требованиях и методах доказа-
тельств (в этом случае часто говорят «доказа-
тельство аналогично» и оставляют его студен-
там в качестве упражнения). Например, мы 
доказываем по одной и той же схеме свойство 
делимости суммы двух целых чисел и свой-
ство делимости разности двух целых чисел.

Показателем продуктивного уровня про-
ведения доказательных рассуждений явля-
ется их логический и логико-эвристический 
поиск. В первом случае решение задачи 
отыскивается «на основе выполнения дей-
ствий выведения следствий и отыскания до-
статочных условий» [6, с. 431]. 

Например, наибольший общий делитель 
двух целых чисел получается в результате 
последовательного применения теоремы 
о делении с остатком. И важно уметь обо-
сновать, что именно последний ненулевой 
остаток при последовательных делениях 
с остатком будет совпадать с наибольшим 
общим делителем двух исходных чисел.

В процессе логико-эвристического поиска 
«выполнение действий выведения следствий 
или отыскания достаточных условий связано 
с применением различного рода эвристик» [6, 
с. 431], которые детально описаны в книге [7]. 
В пособии [8] освещены вопросы критериев 
оценивания, форм и методов обучения на за-
нятиях эвристического типа. 

Эвристические задания не имеют одно-
значных ответов, в них предусмотрена воз-
можность совершать собственные открытия, 
что позволяет строить обучение не на полу-
чении и усвоении готовой информации, а на 
формировании уникальной образователь-
ной траектории в рамках существующей про-
граммы по учебной дисциплине.

В первом семестре в рамках учебной дис-
циплины «Высшая алгебра» необходимо 
сформировать навыки проводить доказа-
тельные рассуждения на уровне простых 
и обобщенных воспроизведений доказа-
тельств, а также на уровне логического поис-
ка. Применение различного рода эвристик 
можно рассматривать как повышенный уро-
вень изучения учебной дисциплины «Выс-
шая алгебра».
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Задания, направленные на получение 
самостоятельных «открытий» в процессе 
изучения высшей алгебры, могут быть пред-
ложены в качестве индивидуальных домаш-
них заданий повышенного уровня, служить 
основой для подготовки к участию в универ-
ситетских олимпиадах.

В пособии [9], содержащем дидактические 
материалы для проведения факультативных 
занятий для учащихся «Угадай и докажи» и сбор-
нике заданий [10] для студентов педагогических 
университетов по специальности «Математика» 
представлены специально разработанные серии 
эвристических заданий по алгебре, способству-
ющих развитию математической интуиции. 

От традиционных сборников задач по выс-
шей алгебре книга [10] отличается тем, что за-
дания, которые предлагаются студентам, сфор-
мулированы в виде развертывающейся цепочки 
взаимосвязанных постепенно усложняющихся 
задач. Их последовательное и систематическое 
выполнение способствует формированию на-
выков доказательных рассуждений у студентов, 
будущих учителей математики. 

Некоторые задания в сборнике снабжены 
указаниями к решению, что может оказаться 
полезным при самостоятельной работе над кни-
гой под руководством опытного преподавателя.

Приведем пример развернутого задания 
по теме «Арифметика целых чисел», на осно-
ве которого преподавателем может быть ор-
ганизована работа по формированию у сту-
дентов навыков проведения доказательных 
утверждений на первом же практическом за-
нятии по высшей алгебре.

Задание. Какие из следующих утверждений 
верны, а какие нет? Ответ обоснуйте: а) если 
сумма двух слагаемых не делится на 10, то хотя 
бы одно из них не делится на 10; б) если сумма 
двух слагаемых не делится на 10, то каждое 
слагаемое не делится на 10; в) если каждое из 
двух слагаемых не делится на 10, то их сумма 
не делится на 10; г) если одно слагаемое де-
лится на 10, а другое не делится на 10, то их 
сумма не делится на 10; д) если произведение 
двух сомножителей делится на 10, то один из 
сомножителей делится на 10; е) если произ-
ведение нескольких сомножителей делится на 
10, то один из сомножителей делится на 10.

Комментарии. Это задание рассматрива-
ется на первом практическом занятии по выс-
шей алгебре. Оно выполняется под непосред-
ственным руководством преподавателя. Для 
обоснования истинности или ложности каждо-
го из утверждений достаточен минимальный 
по объему теоретический материал: достаточ-
но знать лишь определение делимости целых 

чисел и разобрать доказательство свойства 
о делимости суммы и произведения двух целых 
чисел в качестве примера для подражания. 

При выполнении этого задания, во-первых, 
необходимо четко зафиксировать, что дано 
и что требуется проверить, обосновать, до-
казать. Желательно схематично, в символи-
ческом виде отобразить это на доске в про-
цессе эвристической беседы со студентами. 

Во-вторых, следует актуализировать и ото-
бразить на доске, используя принятые в выс-
шей алгебре и математической логике симво-
лы, необходимую для решения задачи теорию, 
изобразить схематично, в сжатом виде. 

На следующем, третьем этапе выдвигаются 
гипотезы и выполняются переходы (они отобра-
жаются стрелками на доске) от одних известных 
суждений (определение делимости, свойства 
делимости) к другим. Возможность этих пере-
ходов обосновывается. Если утверждение не 
является истинным, приводятся контрпримеры.

Данное задание выполняется на основе 
уже известной схемы рассуждений, исполь-
зуемой в доказательстве свойств делимости, 
и предполагает нахождение, выявление след-
ствий, возможных переходов от одних сужде-
ний к другим. Некоторые пункты задания мо-
гут быть рассмотрены в аудитории, а некото-
рые сформулированы в качестве домашнего 
задания. 

Укажем еще ряд заданий по теме «Ариф-
метика целых чисел», при выполнении которых 
корректируются, вырабатываются и форми-
руются навыки доказательных рассуждений.

Задание 1. Могут ли два различных четных 
числа быть взаимно простыми? Ответ обо-
снуйте.

Задание 2. Вы пишете подряд все цифры 
от 1 до 9 включительно, а затем от 9 до 1. 
Будет ли полученное число делиться на 9? 
Ответ обоснуйте.

Задание 3. Какой остаток дает число 
98765432123456789: а) при делении на 4;  
б) при делении на 8; в) при делении на 9? 
Ответ обоснуйте.

На начальном этапе изучения высшей ал-
гебры обоснованием переходов в цепочке 
рассуждений, как правило, являются опреде-
ления, ранее доказанные теоремы и свойства.

При изучении алгебраических структур 
(групп, колец, полей) в конце первого семе-
стра задачи на доказательство усложняются.

1. Является ли множество  

M = {2n nd N , {0}} 
группой: а) относительно сложения; б) отно-
сительно умножения? Ответ обоснуйте.
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2. Является ли группой множество сим-
метрий правильного n-угольника? Ответ 
обоснуйте. Приведите примеры.

3. Какие из числовых множеств являются 
кольцами, а какие – полями: 

а)	 Z; 
б)	 2Z; 
в)	 Q;
г)	 Z 2" % = a + b 2 a,b d ZF I; 
д)	 Q 2" % = a + b 2 a,b d QF I? 
Ответ обоснуйте.
Заключение. Как показывает наш опыт пре-

подавания в педагогическом университете, уме-
ние доказательно рассуждать следует форми-
ровать у студентов систематически и целена-
правленно, привлекая для этого: 1) вдумчивое 
осознанное изучение образцов доказательств; 
2) схематическое отображение этапов доказа-

тельств; 3) элементы технологии ментальных 
карт; 4) интерактивно-эвристические методы 
обучения; 5) системы взаимосвязанных учебно- 
исследовательских задач. При изложении до-
казательства алгебраических теорем на лекци-
ях целесообразно: 1) выделять и обосновывать 
переходы от одних рассуждений к другим;  
2) использовать в процессе оформления до-
казательства на доске элементы технологии 
ментальных карт; 3) выделять наиболее эф-
фективные методы доказательства одного и того 
же утверждения. 

В статье проведен анализ проблем, воз-
никающих при доказательстве теорем и ре-
шении задач на доказательство на началь-
ном этапе изучения высшей алгебры в педа-
гогическом университете, предложены пути 
их решения посредством представления до-
казательной базы в виде единого целого. 
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