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В статье рассматривается проблема 
п о н и м а н и я изучаемым м а т е м а т и ч е с к и х 
понятий ; о п и с ы в а е т с я т е о р и я реляционного 
и инструментального п о н и м а н и я Р. Скемпа; 
п р и в о д я т с я р е з у л ь т а т ы в ы п о л н е н и я 
заданий студентами и а н к е т и р о в а н и я 
учителей , к о т о р ы е п о д т в е р ж д а ю т наличие 
проблемы в д о с т и ж е н и и реляционного 
понимания м а т е м а т и ч е с к и х п о н я т и й 
у ч а щ и м и с я . 

НЮ1 понимание; реляционное 
понимание; инструментальное понимание; 

обучение математике; начальное обучение 

математике. 

1 ABSTRACT / М Ш И Н Ш Ш Ш Ш Н Ш Ш Ш Ш Ш Ш И Ш Ш Ш Ш Ш Ш Ш М Н Н М Ш И М Ш И 

The ar t ic le deals w i t h the p rob lem of 
u n d e r s t a n d i n g the s tud ied m a t h e m a t i c a l 
concepts ; descr ibes the t h e o r y of re la t i ona l 
and i n s t r u m e n t a l u n d e r s t a n d i n g by R. Skernp; 
the r e s u l t s of the s t u d e n t a s s i g n m e n t s 
and the ques t i on ing of t eache rs are g iven, 
wh ich con f i rm the ex is tence of a p rob lem 
in ach iev ing a re la t iona l u n d e r s t a n d i n g of 
m a t h e m a t i c a l concepts by s t u d e n t s . 

В Ш Р understanding; relational 

understanding; instrumental understanding; 

mathematics education; elementary 

mathematics education. 

ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

Изучение математики в школе тради-
ционно связано с трудностями учащихся в 
понимании учебного материала и его даль-
н е й ш е м сознательном п р и м е н е н и и . Все 
принципы дидактики в той или иной степе-
ни направлены на достижение понимания 
математических идей школьниками разных 
возрастов. Однако до сих пор учёные не 
имеют однозначного мнения о причинах по-
нимания поступающей информации одними 
детьми и, соответственно, её непонимания 
другими. Почти полвека назад А. А. Столяр 
писал, что «мы по существу не знаем точно, 
что значит "понимать" . ... Заключение о 
том, что ученик понял (а не только знает) 
материал, является лишь правдоподобным, 
но не достоверным» [6, с. 67]. Слова учёно-
го продолжают быть актуальными и в наши 
дни. 

Феномен понимания — объект изучения 
разных наук: философии, психологии, педа-
гогики, методик преподавания. В философии 
«понимание» трактуют к а к «нахождение 
или приписывание смысла элементам любой 
(материальной или идеальной) реальности» 
и связывают с понятиями «смысл», «науч-
ное понимание». В современной философии 
особое направление — герменевтика — за-
нимается проблемами истолкования и ин-
терпретации текстов различной природы, 
достижения взаимопонимания участников 
когнитивных коммуникаций [2]. 

Понимание в психолого-педагогических 
источниках определяется с разных точек 
зрения: как мыслительный процесс («мыс-
лит ель ная процедура, связанная с вклю-
чением нового содержания в систему усто-
явшихся идей, понятий и представлений» 
[4, с. 179]); к а к результат этого процес-
са («продукт процесса понимания — само 
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\ 
толкование чего-нибудь» [5, с. 395]); один 
из достигнутых уровней обученности (зна-
ние, понимание, применение, анализ, син-
тез, оценка [11]); к а к качество личности 
(«способность человека выявить признаки и 
свойства учебного элемента, устанавливать 
содержательные, системные и логические 
связи между разными учебными элемента-
ми, переводить математическое знание на 
разные я з ы к и представления» [3, с. 1 3 2 -
133]). 

В мировом математическом педагогиче-
ском сообществе также нет единства в отно-
шении того, что подразумевать под «понима-
нием математики». Представления учёных о 
математическом понимании сильно разли-
чаются и могут варьировать от простого за-
поминания математических фактов до оцен-
ки «математического шедевра» (например, 
оригинального доказательства) [10, с. 20]). 
К. Крамер и JI. Карновски связывают пони-
мание в математике со способностью пред-
ставлять математические идеи различными 
способами и строить связи между множе-
ственными репрезентациями [7]. Вариатив-
ность представления изучаемых понятий и 
способов действий как фактор и результат 
процесса понимания в математике подчёрки-
вается в большом числе исследований, для 
обеспечения вариативности важно предста-
вить хотя бы две репрезентации изучаемого, 
выполненные на разных «языках» [12]. По-
добная репрезентационная вариативность 
считается в современной дидактике важной 
основой, влияющей на понимание математи-
ки учащимися [8]. 

Говоря о феномене понимания в матема-
тике, Дж. Хиберт и П. Лефевр подчёркива-
ют различия между концептуальными и про-
цедурными знаниями: под концептуальным 
знанием они подразумевают понимание сущ-
ности понятий, а процедурным — умение 
решать задачи. Исследователи отмечают, что 
в обучении критически важно обеспечить 
взаимодействие двух этих видов знаний [9]. 
Тем не менее в последнее время по причи-
не математизации и интеграции научного 
знания отмечается рост интереса именно 
к проблеме концептуального понимания в 
математике . В работе Е. В. Кузнецовой и 
Н. Ю. Жбановой описаны признаки кон-
цептуального понимания математики уча-
щимися , к которым относятся, например, 

способность обосновать свои действия при 
решении задачи; знание границ примени-
мости теории и умение привести примеры и 
контрпримеры; возможность использовать 
альтернативные подходы; умение перехо-
дить в другие контексты; способность вы-
полнить различные репрезентации объекта 
(формулы, графики, таблицы); способность 
составить аналогичную задачу [1]. 

Несмотря на растущий интерес к про-
блеме понимания в обучении математике, 
до сих пор остаётся о т к р ы т ы м вопрос о 
том, какие его виды важны для обучения, 
какое понимание математики демонстри-
руют учащиеся на практике, какими могут 
быть причины преобладания определённого 
вида п о н и м а н и я . Поэтому целью данной 
статьи я в л я е т с я описание видов понима-
ния учебного математического материала 
учащимися , выявление доминирующего в 
практике обучения вида понимания и воз-
можных причин преобладания этого вида 
понимания. 

РЕЛЯЦИОННОЕ И ИНСТРУМЕНТАЛЬНОЕ 
ПОНИМАНИЕ МАТЕМАТИКИ В ТЕОРИИ 
Р. СКЕМПА 

Исследование Р. Скемпа было посвящено 
изучению особенностей реляционного и ин-
струментального понимания математических 
идей учащимися . Р . Скемп характеризует 
инструментальное (instrumental) понима-
ние как знание «правил без причин» (rules 
without reasons). Он отмечает, что для мно-
гих учителей и учащихся математическое 
понимание сводится только к овладению 
правилом, умению применять его. Инстру-
ментальное понимание позволяет получить 
ответ на вопрос: «Как это делать?». Реля-
ционное (relational) понимание по Р. Скем-
пу — понимание в собственном смысле сло-
ва, поскольку позволяет получить ответ на 
два вопроса: «Как это делать?» и «Почему 
это нужно делать именно так?» Причину 
большинства затруднений учащихся в мате-
матике автор видит в ориентации обучения 
на инструментальное понимание вместо ре-
ляционного [13]. 

Р . Скемп приводит примеры, показываю-
щие различие между инструментальным и 
реляционным пониманием для школьников 
различных возрастов. Например, дети мо-
гут хорошо владеть формулой вычисления 



М. Д. Урбан 

площади прямоугольника и успешно выпол-
нять соответствующие задания, демонстри-
руя инструментальное понимание. Однако 
они часто не понимают, почему площадь 
прямоугольника вычисляется именно с по-
мощью умножения числового значения дли-
ны на числовое значение ширины. Учащиеся 
могут знать и применять правило умноже-
ния дробей, но не понимать причин выпол-
нения отдельных операций в соответствии 
с этим правилом. В приведённых примерах 
у детей есть инструментальное понимание, 
но отсутствует реляционное понимание [13]. 
В дальнейшем это приводит к ошибкам, ко-
торые отмечают многие учителя: дети сме-
шивают понятия «периметр» и «площадь», 
применяют формулу вычисления площади 
прямоугольника к любым другим много-
угольникам, ошибаются при выполнении 
действий с дробными числами. 

Р. Скемп, сравнивая особенности инстру-
ментального и реляционного понимания , 
приводит положительные стороны каждого 
из них. К положительным аспектам инстру-
ментального понимания можно отнести сле-
дующие особенности. 

• Относительная лёгкость быстрого осво-
ения нового умения . Запомнить правила 
типа «минус на минус дают плюс» (minus 
times minus equals plus) или «чтобы разде-
лить число на дробь, нужно эту дробь пере-
вернуть и затем выполнить умножение» (to 
devide by a fraction you turn it upside down 
and multiply) можно легко и быстро. Если 
цель обучения — получить ответ, совпа-
дающий с ответами на последней странице 
учебника, то инструментальная математи-
ка предоставляет более комфортный путь к 
этой цели. 

• Быстрый и очевидный результат, или 
«награда», получаемая ребёнком после вы-
полнения задания. Это приятно — увидеть, 
что твой ответ верный, и подобная ситуация 
успеха, достигаемая быстро и легко, привле-
кает многих учащихся. 

• Так к а к при инструментальном по-
нимании требуется меньше знаний, часто 
можно получить правильный ответ быстрее 
и надёжнее. 

Положительными аспектами реляцион-
ного понимания по Р. Скемпу являются сле-
дующие особенности. 

• Оно адаптивнее к новым задачам. Если 
инструментальное понимание требует освое-
ния нового метода к каждой новой задаче, 
то реляционное позволяет эти методы изо-
бретать самостоятельно. 

• Оно облегчает запоминание (и это свое-
боразное следствие из указанного выше пре-
имущества) , поскольку требует осознания 
одного общего подхода вместо заучивания 
комплекса отдельных правил. 

• Оно положительно влияет на внутрен-
нюю мотивацию к учению и сокращает ис-
пользование учителем таких приёмов, как 
внешнее награждение и наказание. 

• Оно может стать общим подходом к 
решению не только математических задач, 
но и других учебных и жизненных ситуа-
ций [13]. 

Какое же понимание математики преоб-
ладает у учащихся после школьного обуче-
ния? Результаты поиска ответа на данный 
вопрос представлены в следующем разделе 
статьи. 

КОД И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

В 2022 г. было выполнено исследование, 
направленное на изучение реляционного и 
инструментального понимания математи-
ки учащимися . Исследование проводилось 
в два этапа на базе факультета начального 
образования Белорусского государственного 
педагогического университета имени Макси-
ма Танка и Минского городского института 
развития образования. 

На первом этапе была поставлена зада-
ча выявить доминирующий вид понимания 
математического м а т е р и а л а студентами, 
которые ещё не изучили дисциплину «Ме-
тодика преподавания математики» и опира-
лись на знания по математике, полученные 
в школе. 

Студентам было предложено выполнить 
два задания в соответствии с примерами 
Р. Скемпа: в задании 1 нужно было вычис-
лить площадь прямоугольника с указан-
ными длинами сторон; в задании 2 — объ-
яснить , почему площадь прямоугольника 
вычисляется именно таким способом. Диа-
гностическую контрольную работу выпол-
няли 74 студента. Результаты выполнения 
заданий показаны в таблице 1. 

ч з /аог г 
5 



Навуковыя публжацьм 

Таблица 1 

Результаты выполнения задания 1 

Первое задание верно и без недочётов вы-
полнили 43 студента (58 %), 28 студентов 
(38 %) допустили неточности, неверно ука-
зав единицу измерения площади, 3 студента 
(4 %) вычислили площадь прямоугольника 
неверно. 

Результаты выполнения второго задания 
показаны в таблице 2. 

Таблица 2 

Результаты выполнения задания 2 

На второй вопрос ответили верно 11 сту-
дентов (15 %). Эти студенты выполнили 
рисунок, показав на нём прямоугольник с 
длинами сторон 5 см и 3 см, разбитый на 
квадраты с длиной стороны 1 см. На ри-
сунке видно, что в одном ряду вдоль длины 
прямоугольника помещается 5 квадратов, и 
таких рядов всего 3, что соответствует чис-
ловым значениям длин сторон прямоуголь-
ника (рис. 1). 

Ъ СлОл ^ СОЛ. Ъ СлОл ^ СОЛ. 

«0 «0 

^ \ S v.Q^.os^fe .-г Дел 

Лелм.. 

^ \ S v.Q^.os^fe .-г Дел 

Рисунок 1 — Пример выполнения задания 
студентом 

Ответ «не знаю» дали 11 студентов (15 %), 
остальные 52 студента (70 %) предложили от-
веты, которые демонстрируют непонимание 

сущности способа вычисления площади. 
Среди ответов в этой группе наиболее рас-
пространенным был ответ: «Потому что та-
кая формула» (29 ответов, или 39 %). 

Полученные результаты показывают, что 
у студентов преобладает инструментальное 
понимание: ведь они верно применили фор-
мулу вычисления площади прямоугольни-
ка, пусть и с некоторыми недочётами (толь-
ко 3 % студентов дали ошибочный ответ). 
Реляционное понимание было обнаружено 
только у 15 % студентов, и это свидетель-
ствует о выявленной проблеме понимания 
учебного материала, который входит в со-
держание школьного курса математики. 

На втором этапе была поставлена за-
дача определить возможные причины выяв-
ленной проблемы. Для этого было проведено 
анкетирование 75 учителей начальных клас-
сов на факультете начального образования 
Белорусского государственного педагогиче-
ского университета и в Минском городском 
институте развития образования. Учителям 
были предложены 8 указанных ниже вопро-
сов, входящих в тему «Сложение и вычита-
ние чисел в пределах 100». 

1. Сочетательное свойство сложения. 
2. Рациональные способы вычислений. 
3. Ознакомление с конкретными приёма-

ми прибавления к двузначному числу одно-
значного числа. 

4. Правило прибавления числа к сумме и 
суммы к числу. 

5. Изучение конкретных приёмов при-
бавления двузначного числа к двузначному 
числу. 

6. Правило вычитания числа из суммы и 
суммы из числа. 

7. Изучение конкретных приёмов вычи-
тания из двузначного числа однозначного 
числа. 

8. Изучение конкретных приёмов вы-
читания двузначного числа из двузначного 
числа. 

Три вопроса из данного перечня (первый, 
четвёртый и шестой) обеспечивали достиже-
ние реляционного понимания темы детьми, 
так как были связаны с изучением свойств 
арифметических действий, лежащих в осно-
ве вычислений. Остальные вопросы требова-
ли инструментального понимания (отработка 
конкретных приёмов вычислений). 

Верное 
выполне-

ние 

Выполнение 
с недочёта-

ми 

Неверное 
выполне-

ние 
Всего 

43 28 3 74 
58 % 38 % 4 % 100 % 

Верный 
ответ 

Ответ 
«Не знаю» 

Неверный 
ответ Всего 

11 11 52 74 
15 % 15 % 70 % 100 % 
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Учителям было предложено оптимизиро-
вать распределение учебных часов на изуче-
ние всей темы и выбрать вопросы, на рас-
смотрение которых было бы целесообразно 
сократить количество времени, чтобы напра-
вить это освободившееся время на изучение 
других вопросов темы. Количество вопросов 
для выбора не было ограничено. Большая 
часть опрошенных посчитала целесообраз-
ным сократить время на изучение вопросов, 
связанных с реляционным пониманием (со-
четательное свойство сложения — 30 учи-
телей, правило прибавления числа к сумме 
и суммы к числу — 30 учителей, прави-
ло вычитания числа из суммы и суммы из 
числа — 21 учитель). Сокращение времени 
на изучение других вопросов темы, связан-
ных с инструментальным пониманием, было 
предложено значительно меньшим числом 
учителей (от 5 до 11). Полученные результа-
ты говорят о ценностном отношении учите-
лей к проблеме реляционного и инструмен-
тального понимания и позволяют сделать 
вывод, что в практике обучения математике 
больше усилий направляется на формирова-
ние вычислительных приёмов, часто за счёт 
времени, которое полезнее было бы уделить 
ознакомлению с математическими основа-
ниями этих приёмов. Возможные следствия 
подобного ценностного отношения рассмо-
трим в следующем разделе статьи. 

ВАРИАНТЫ СОЧЕТАНИЙ СТИЛЯ 
ПРЕПОДАВАНИЯ И УМЕНИЯ 

Р. Скемп подчёркивал роль отношения 
учителя к выбору стиля обучения. Он назы-
вает один из разделов своей статьи «Адвокат 
дьявола» и начинает его с провокационного 
вопроса: «Раз так много учителей препода-
ют инструментальную математику, может 
быть, это потому, что она дает определенные 
преимущества?» [14]. Рассуждения Р. Скем-
па удобно представить в виде матрицы со-
четаний различных стилей преподавания и 
учения, отличающихся видом используемого 
понимания в изучении математики (табли-
ца 3). 

При использовании первого стиля и учи-
тель и учащиеся предпочитают опираться 
на инструментальное понимание. В крат-
косрочной перспективе это позволяет до-
стичь определённой гармонии, поскольку 

есть соответствие между целями учителя 
и ребёнка. Но в данной ситуации учащие-
ся не могут определить верность выполне-
ния задания, пока этого не скажет учитель. 
В долгосрочной перспективе ш к о л ь н и к и 
усваивают большое количество правил, но 
степень понимания материала у них невысо-
кая. Учащиеся могут довольно успешно про-
ходить различные математические тесты, но 
перестают интересоваться математикой, как 
только появляется такая возможность. 

Второй стиль представляет собой сочета-
ние реляционного преподавания с желанием 
детей учиться инструментально. В кратко-
срочной перспективе это приводит к фру-
страции как для учителя , так и для уча-
щихся: дети не хотят знать ответ на вопрос 
«почему?» и ориентированы только на усво-
ение алгоритмов («только скажите, как это 
делать»). Однако в долгосрочной перспекти-
ве здесь отмечаются позитивные изменения, 
так как и учащиеся и учитель развивают 
реляционное понимание математики. Дети 
в будущем могут продолжать интересоваться 
математикой и даже выбирать работу, свя-
занную с ней. 

Если применяется третий стиль, учи-
тель ориентируется на инструментальное 
преподавание, а учащиеся хотят достичь ре-
ляционного понимания. В краткосрочной 
перспективе можно заметить стремление 
ребёнка осмыслить то, что преподают ин-
струментально, достичь глубины понимания 
того, что объяснялось «мелко». В долгосроч-
ной перспективе учащиеся могут почувство-
вать, что они недостаточно сообразительные, 
чтобы понимать учебный материал. Они на-
чинают отвлекаться, перестают заниматься 

Таблица 3 

Стили обучения по Р. Скемпу 

Ребёнок: ин-
струменталь-
ное понимание 

Ребёнок: 
реляционное 
понимание 

Учитель: 
инструмен-
тальное по-
нимание 

Стиль 1 Стиль 3 

Учитель: 
реляционное 
понимание 

Стиль 2 Стиль 4 
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математикой, говорят всем, что не понима-
ют её. 

При использовании четвёртого стиля 
учитель и учащиеся опираются на реляци-
онное понимание. В краткосрочной пер-
спективе они стремятся освоить как сами 
алгоритмы действий, так и их основания. 
В долгосрочной перспективе у учителя и уча-
щихся развивается реляционное понимание 
математических понятий, дети продолжают 
интересоваться математикой и часто выби-
рают работу, связанную с ней. 

Р . Скемп отмечает, что современные 
учебные программы по математике направ-
лены на обеспечение реляционного пони-
мания. Однако актуальным остаётся вопрос 
о том, в какой степени эта направленность 
будет реализована в практике обучения и 
не будут ли по новым программам препода-
вать инструментально, как по программам 
предыдущего поколения [13]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Выполненное исследование позволяет 
сделать ряд выводов. 

• Несмотря на отсутствие единства в тол-
ковании сущности понятия «понимание», 
в педагогическом математическом сообще-
стве говорят о двух его видах (понимание, 

связанное с умением выполнять математиче-
ские процедуры, и понимание теоретических 
оснований этих процедур). 

• Примером дифференциации двух видов 
понимания в обучении математике является 
теория реляционного и инструментального 
понимания Р. Скемпа, по мнению которого 
инструментальное понимание позволяет по-
лучить ответ на вопрос: «Как это делать?», 
а реляционное — на два вопроса: «Как это 
делать?» и «Почему эту нужно делать имен-
но так?» 

• Результаты исследования, проведённо-
го на факультете начального образования, 
говорят о доминировании инструментально-
го понимания студентами некоторых поня-
тий школьного курса математики. 

• Результаты анкетирования учителей в 
Минском городском институте развития об-
разования свидетельствуют о предпочтении 
ими тех учебных тем программы, которые 
позволяют обеспечить только инструмен-
тальное понимание. 

• Обучение математике, направленное 
на реляционное понимание, связано в боль-
шой степени с отношением учителей к этой 
проблеме, поскольку именно учитель может 
либо усилить, либо нивелировать развиваю-
щую направленность современных учебни-
ков математики. 
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