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ЦЕПОЧКА ФАКТОРИЗАЦИИ С ОТРАЖЕНИЯМИ 

FACTORIZATION CHAIN WITH REFLECTIONS 

Аннотация. В работе рассматривается периодическое замыкание цепочки 

факторизации с отражениями. Получено, что соответствующие этому 

замыканию нелинейные операторные алгебры для N=2 и N=4 преобразуется в 

соответственно в аналоги алгебры SU(1,1) и квадратичной алгебры Хана.  

Abstract. The periodic closure of the factorization chain with reflections are 

discussed. It is found that the nonlinear operator algebras corresponding to this closure 

for N=2 and N=4 are transformed into analogues of the SU(1,1) algebra and the 

quadratic Hahn algebra QH(3), respectively. 
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Шредингер [1] разработал метод факторизации как удобный инструмент 

решения задачи на собственные значения уравнения 𝐿𝜑(𝑥) = (−𝑑^2/(𝑑𝑥^2 ) +

𝑢(𝑥))𝜑(𝑥) = 𝜌𝜑(𝑥) для потенциала u(x). В данном методе вышенаписанное 

уравнение заменяется на цепочку 𝐿𝑗𝜑𝑗(𝑥) = 𝜌𝜑𝑗(𝑥),  где j=0, ±1,... и 

гамильтонианы 𝐿𝑗 удовлетворяют следующим соотношениям 

 

𝐿𝑗𝐴𝑗
+ = 𝐴𝑗

+𝐿𝑗+1 и 𝐴𝑗
−𝐿𝑗 = 𝐿𝑗+1𝐴𝑗

− и 𝐴𝑗
± = ± 𝑑/(𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥) 

 

или на представление 𝐿𝑗 = 𝐴𝑗
+𝐴𝑗

− + 𝜌𝑗 и цепочку факторизации 

 

𝐴𝑗+1
+ 𝐴𝑗+1

− + 𝜌𝑗+1 = 𝐴𝑗
−𝐴𝑗

+ + 𝜌𝑗. 

 

В частности, решения последней дают константы 𝜌𝑗 как дискретный 

спектр гамильтонианов 𝐿𝑗. Среди них существуют такие решения, которые 

удовлетворяют следующему периодическому условию 

 

𝐿𝑗+1 = 𝐿𝑗 + 𝜇 и 𝜌𝑗+1 = 𝜌𝑗 +  𝜇. 
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В работах [2-4] рассматривались различные обобщения цепочки 

факторизации и периодического условия. Так, если мы выберем в качестве 

новых операторов 𝐵𝑗
± различные степени N операторов рождения-уничтожения 

гармонического оператора, то для N=2 будем иметь алгебру SU(1,1), а для N=4 

будем иметь алгебру Хана QH(3). 

C другой стороны, хорошо известно так называемое R-обобщение алгебры 

Гейзенберга-Вейля W(1), где вводится дополнительный оператор R для описания 

отражательной симметрии [5]. Напомним коммутационные соотношения между 

операторами данной алгебры 

 

[𝐶−; 𝐶+] = 1 + 𝑄𝑅 ; [𝐶0; 𝐶+] = 𝐶+; [𝐶0; 𝐶−] = −𝐶−; {R; 𝐶+} = {𝑅; 𝐶−} = 0. 

 

В частности, модель гармонического осциллятора трансформируется в 

модель осциллятора Данкля, где гамильтониан имеет вид 2𝐻𝐷𝑂 = −𝐷2 + 𝜔2𝑥2, 

и обычная производная 𝜕 заменяется на производную Данкля 𝐷 

 

𝜕 → 𝐷 = 𝜕 + 𝛾(1 − 𝑅)/𝑥. 

 

Таким образом, цель данной работы – обобщить полученный ранее 

результат на случай выбора в качестве новых операторов 𝐷𝑗
± различные степени 

N операторов рождения-уничтожения осциллятора Данкля. Рассмотрим 

детально случаи для N=2 и N=4. 

Последовательно будем иметь следующие соотношения: 

 

для N=1     𝐷+𝐷− = 𝐷0 − 1/2 +  𝑄𝑅; 

𝐷−𝐷+ = 𝐷0 + 1/2 −  𝑄𝑅 

 

для N=2   𝐷+𝐷− = (𝐷0 − 1/2 +  𝑄𝑅)(𝐷0 − 3/2 −  𝑄𝑅)  

𝐷−𝐷+ = (𝐷0 + 1/2 −  𝑄𝑅) (𝐷0 + 3/2 +  𝑄𝑅) 

 

для N=3  𝐷+𝐷− = (𝐷0 − 1/2 +  𝑄𝑅)(𝐷0 − 3/2 −  𝑄𝑅) (𝐷0 − 5/2 +  𝑄𝑅) 

𝐷−𝐷+ = (𝐷0 + 1/2 −  𝑄𝑅) (𝐷0 + 3/2 +  𝑄𝑅) (𝐷0 + 5/2 −  𝑄𝑅) 

 

для N=4    𝐷+𝐷− = ∏ (𝐷0 −
2𝑘−1

2
+ (−1)𝑘+1𝑄𝑅𝑘=4

𝑘=1 ) 

 

𝐷−𝐷+ = ∏ (𝐷0 +
2𝑘−1

2
+ (−1)𝑘 𝑄𝑅𝑘=4

𝑘=1 ). 

 

Используя их, нетрудно найти соответствующие полиномиальные 

алгебры. В частности, для N=2 получаемая алгебра не содержит членов с 
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оператором R, отвечающим за описание отражательной симметрии, в отличии от 

случая для N=4. 

Итак, в работе проанализировано периодическое замыкание цепочки 

факторизации с отражениями. Получено, что соответствующие этому 

замыканию нелинейные операторные алгебры преобразуются в 

соответствующие аналоги таких же алгебр, но с или без дополнительных 

слагаемых, включающих оператор R.  
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