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В статье исследуется задача о ближайших соответственных точках двух лежащих в одной плоскости 
географических карт одной местности. С помощью метода геометрических преобразований найдены все 
ближайшие точки карт, каждая из которых имеет произвольный масштаб и расположение на плоскости. 
Рассмотрены различные способы построения ближайших, в том числе совпадающих, точек с помощью 
циркуля и линейки.

Ключевые слова: преобразование плоскости; движение; преобразование подобия; неподвижная точка 
преобразования.

The article investigates the problem of the nearest corresponding points of two geographical maps of the same 
area. Using the geometric transformations method, all the nearest points are found at an arbitrary scale and 
location of maps. Different methods of constructing the nearest, including coinciding points using a circular and 
ruler are considered.

Keywords: plane transformations, plane motion, similarity transformation, transformation fixed point.

Введение. Геометрические преобразо-
вания играют чрезвычайно важную роль 
в геометрии. В 1872 г. Ф. Клейн предложил 
классификацию различных отраслей геоме-
трии по группам преобразований простран-
ства. Например, евклидова геометрия опре-
деляется группами движений и подобий. 

Геометрические преобразования позво-
ляют получить простые, эффектные и по-
учительные решения многих задач элемен-
тарной геометрии. При этом необходимо 
отметить, что перечень задач, в решении 
которых метод преобразований демонстри-
руется в многочисленной литературе, до-
статочно стандартен. Однако геометриче-

ские преобразования нередко оказываются 
применимы к задачам, традиционно решае-
мым другими методами. Одной из таких за-
дач является известная задача о двух гео-
графических картах (например, [1, с. 63]): 
«Две прямоугольные карты одной местно-
сти разного масштаба наложены друг на 
друга так, что меньшая карта лежит цели-
ком на большей. Докажите, что их можно 
проткнуть булавкой так, чтобы на обеих 
картах была проколота одна и та же точка 
местности» (рисунок 1).

В сборниках олимпиадных и нестандарт-
ных задач приводится такое решение этой 
задачи. Пусть К1 и К2 – соответственно боль-
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шая и меньшая карты. Отметим на К2 ту же 
область, что занимает К2 на К1. Представим 
теперь, что в  этой области лежит карта К3 
той же местности. Проделаем с картами К2 
и К3 такую же процедуру и получим новую об-
ласть и новую карту К4. Повторяя этот про-
цесс, получим бесконечную последователь-
ность вложенных уменьшающихся карт (ри-
сунок 2), поэтому существует единственная 
точка, принадлежащая всем картам последо-
вательности. Эта точка и является искомой.

Рисунок 1 – Задача о двух картах

Рисунок 2 – Бесконечная последовательность 
вложенных карт

Это топологическое решение, безуслов-
но, очень красиво, однако не претендует на 
абсолютную строгость. Существование об-
щей точки всех карт последовательности ка-
жется интуитивно понятным, но в действи-
тельности требует доказательства.

Еще одним недостатком решения явля-
ется то, что оно не может дать ответ на есте-
ственным образом возникающий вопрос: как 
найти эту общую точку? Этот вопрос был по-
ставлен в работе [2], в ней же, а также в [4] 
были рассмотрены различные способы по-

строения искомой точки. Следуя этим рабо-
там, в дальнейшем будем называть ее не-
подвижной точкой двух карт по аналогии 
с неподвижной точкой преобразования. 

В [2] также исследован более общий 
случай – карты не обязательно разных мас-
штабов располагаются на столе произволь-
но, в том числе допускается переворачива-
ние карт лицевой стороной вниз. Все не-
подвижные точки найдены при любых 
масштабах карт и их размещении в плоско-
сти стола. 

В работе [3] поставлена и решена следу-
ющая задача: проткнуть карты так, чтобы 
две проколотые точки местности были гео-
графически наиболее близки. Назовем ее 
задачей о проколе ближайших точек. У этой 
задачи есть решение и в том случае, когда у 
карт нет неподвижных точек, требуется лишь 
непустое пересечение карт.

Основная часть. Остановимся подроб-
нее на условии задачи о проколе ближайших 
точек. Одна точка прокола в плоскости стола 
определяет две точки местности – по одной 
на каждой из карт, и наша задача состоит 
в минимизации расстояния между такими 
точками местности посредством выбора оп-
тимальной точки прокола. Поставим похо-
жую задачу: в плоскости стола найти две 
точки – по одной на каждой из карт – изобра-
жающие одну и ту же точку местности (будем 
называть такие точки соответственными), 
чтобы расстояние между ними было мини-
мально. Назовем эту задачу задачей о бли-
жайших соответственных точках карт:

На столе лежат две карты одной мест-
ности, каждая из которых имеет произ-
вольный масштаб и расположение на сто-
ле, в том числе может лежать лицевой 
стороной вниз. Найти все их ближайшие 
соответственные точки.

Задачи о проколе ближайших точек 
и ближайших соответственных точках очень 
близки. В случае своего существования не-
подвижные точки карт сразу же дают реше-
ние этих задач, поэтому они являются более 
общими по отношению к рассмотренной вы-
ше задаче о неподвижных точках из [2]. 

Исследуем решения задачи о ближай-
ших соответственных точках при всех суще-
ственно различных расположениях карт 
и соотношениях их масштабов. Будем ис-
пользовать тот же инструмент, что и в [2–4] – 
преобразования плоскости. 
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Пусть карты F и F' с вершинами A, B, С, D 
и A', B', С', D' соответственно лежат в пло-
скости П. Так как F и F' подобны или даже 
равны в случае одного масштаба, суще-
ствует единственное подобие плоскости П, 
переводящее F в F'. Обозначим его через ψ. 
При равном масштабе F и F' ψ будет дви-
жением. 

Очевидно, произвольная точка M на кар-
те F указывает на ту же точку местности, что 
и точка M' = ψ (M) на карте F', т. е. точки M 
и ψ (M) являются соответственными. Поэто-
му задача сводится к определению точки X ϵ F, 
для которой расстояние до X' = ψ(X) мини-
мально. Пара X, X'  и является искомой.

Приведем несколько лемм, в которых ха-
рактеризуется расстояние от точки до обра-
за для некоторых преобразований. Они по-
надобятся в дальнейшем.

Лемма 1. Если точки А' и В' являются 
образами точек А и В при некотором по-
вороте с центром О и ОА < OВ, то 
АА' < ВВ'.

Лемма 2. Пусть точки А' и В' являются 
образами точек А и В при некоторой 
скользящей симметрии [5, с. 173] с осью l. 
Если расстояние от А до l меньше, чем от 
В до l, то АА' < ВВ'. Если же эти расстоя-
ния равны, то АА' = ВВ'.

Лемма 3. Если точки А' и В' являются 
образами точек А и В при некотором пре-
образовании подобия с неподвижной точ-
кой О и ОА < OВ, то АА' < ВВ'.

Доказательства лемм элементарны.
Необходимо рассмотреть несколько 

случаев, определяемых (не)совпадением 
масштабов карт и направлений их лице-
вых сторон. 

1. Карты имеют одинаковый масштаб 
и лежат на столе одной стороной. Тогда ψ – 
движение первого рода, т. е. такое движе-
ние, которое сохраняет ориентацию плоско-
сти. Движениями первого рода являются па-
раллельный перенос и поворот [5, с. 125]. 
Для определения типа движения при извест-
ном роде достаточно двух пар точек прооб-
раз – образ. Следовательно, если векторы  
АА' и ВВ' равны (рисунок 3), то ψ – парал-
лельный перенос на вектор АА'. В этом слу-
чае все расстояния между точками карты 
и их образами равны длине АА', поэтому 
точка X на карте F может быть выбрана про-
извольно, а точка X'  получена смещением X 
на вектор АА'.

Рисунок 3 – Параллельный перенос карты

Если же AA' ≠ ВВ', то ψ – поворот. На пере-
сечении серединных перпендикуляров к от-
резкам AA' и ВВ' найдем центр поворота О. 
Если точка О принадлежит картам, то она 
является их неподвижной точкой, и поэтому 
искомые точки X и X'  совпадают с О (рису-
нок 4, а). В противном случае по лемме 1 ис-
комыми точками будут ближайшие к О точки 
карт F и F' (рисунок 4, б). Таким образом, 
в случае, когда ψ – поворот, пара X, X'  всег-
да единственна.

а)

б)

Рисунок 4 – Поворот карты
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2. Карты имеют одинаковый масштаб, 
и ровно одна из карт перевернута. В этом 
случае ψ – движение второго рода, т. е. осе-
вая или скользящая симметрия [5, с. 126]. 
Если серединные перпендикуляры l1 и l2 к от-
резкам AA' и ВВ' совпадают, то ψ – осевая 
симметрия с осью l1, поэтому любая точка l1 
является неподвижной точкой ψ (рисунок 5, а), 
а любая точка l1, принадлежащая F, – непод-
вижная точка карт. Если l1 не пересекает F, то 
искомой будет любая симметричная относи-
тельно l1 пара X ϵ  F, X' ϵ  F', лежащая на мини-
мальном расстоянии от l1 (рисунок 5, б). Если 
l1 параллельна какой-нибудь стороне F, таких 
пар бесконечно много, в противном случае ис-
комая пара единственна.

а)

б)

Рисунок 5 – Осевая симметрия

Если l1 ≠ l2, то ψ – скользящая симметрия, 
у нее нет неподвижных точек. Из того, что 
любая точка и ее образ при скользящей сим-
метрии равноудалены от оси симметрии l, 
следует, что середина отрезка с концами 
в точке и ее образе принадлежит l. Прове-
дем l через середины AA', ВВ' и спроециру-
ем на l вектор AA' – получим вектор перено-
са a  скользящей симметрии (на рисунке 6, а 

a  = KA'). Из леммы 2 следует, что первой 
искомой точкой можно брать любую точку  
X ϵ F, лежащую на минимальном расстоянии 
от l, вторая точка X' будет образом X при 
найденной скользящей симметрии. Искомых 
пар будет бесконечно много, если ось l пере-
секает F (не только по одной вершине) или 
параллельна какой-нибудь стороне F, в про-
тивном случае пара единственна (например, 
на рисунке 6, б).

3. Пусть теперь карты имеют разный 
масштаб. Тогда ψ – некоторое преобразова-
ние подобия с коэффициентом k = A'B'/AB, 
отличным от единицы. Такое подобие имеет 
единственную неподвижную точку О (см., 
например, [5, с. 138]). Ее построение инте-
реснее и сложнее, чем построение непод-
вижных точек движений, поэтому остано-
вимся на нем подробнее.

а)

б)

Рисунок 6 – Скользящая симметрия

Способ нахождения неподвижной точки 
подобия с помощью окружностей Аполлония 
предложен в [2]. Он основан на том, что рас-
стояние от точки O до любой точки плоско-
сти в k раз больше, чем до ее прообраза, по-
этому для любой пары прообраз – образ 
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можно построить геометрическое место то-
чек, удовлетворяющих названному усло-
вию, – окружность Аполлония. Следователь-
но, центр подобия будет лежать на пересече-
нии трех окружностей Аполлония для A и А', 
В и В', С и С', построить их можно с помощью 
циркуля и линейки. В действительности мож-
но ограничиться построением двух окружно-
стей (рисунок 7), но тогда нужно определить, 
какая из двух точек пересечения является ис-
комой. Это можно сделать с помощью про-
верки ориентации какого-нибудь треугольни-
ка с одной из вершин в точке O и его образа, 
например, AОВ и A'ОВ'. Ориентации долж-
ны совпадать, если обе карты лежат на сто-
ле одной стороной, и различаться в против-
ном случае.

Рисунок 7 – Построение неподвижной точки 
с помощью окружностей Аполлония

Следующий способ построения непод-
вижной точки предложен в [4] для карт, ле-
жащих на столе одной стороной. В таком 
случае ψ – поворотная гомотетия (или цен-
трально-подобное вращение) [5, с. 172], яв-
ляющаяся композицией поворота и гомоте-
тии с общим центром. Способ основан на 
том, что при поворотной гомотетии и точки, 
и прямые поворачиваются на один и тот же 
угол, а его легко найти, зная какую-нибудь 
прямую и ее образ, например AВ и А'В'. Зна-
чит, углы, под которыми виден отрезок AА' 
из точки O и точки K пересечения AВ и А'В', 
равны, поэтому точка O должна лежать на 
окружности, описанной около треугольника 
AKA'. Те же рассуждения применимы и к 
треугольнику ВLВ', где L = ВС ∩ В'С'. Постро-
ив две описанные окружности, получим две 
точки, одной из которых является искомая 
точка О (рисунок 8). Для ее определения, 
как и ранее, нужно убедиться в одной ори-
ентации треугольников AОВ и A'ОВ'.

Рисунок 8 – Построение неподвижной точки 
с помощью описанных окружностей

Если карты лежат на столе разными сто-
ронами, предыдущий способ не применим, 
так как переводящее F в F' подобие ψ уже 
не центрально-подобное вращение, а цен-
трально-подобная симметрия – композиция 
гомотетии и симметрии с осью, проходящей 
через центр гомотетии [5, с. 173]. Предло-
жим способ построения неподвижной точки, 
основанный на следующем утверждении.

Лемма 4. Пусть ψ – центрально-подоб-
ная симметрия с осью l, центром О и коэф-
фициентом k, ψ(А) = A'. Тогда:
1) точка пересечения отрезка AA' и пря-

мой l делит AA' в отношении 1:k, счи-
тая от А;

2) точка, симметричная А относительно 
l, лежит на OA'.
Оба утверждения леммы легко устанав-

ливаются с помощью известного свойства 
биссектрисы треугольника.

Разделим два каких-нибудь отрезка 
с концами в соответственных точках в отно-
шении 1:k, через полученные точки прове-
дем ось l (рисунок 9). Построим точку A1, 
симметричную A относительно l, и на пере-
сечении прямой A1A' с l получим искомую 
точку О.

Рисунок 9 – Построение неподвижной точки 
с помощью свойства биссектрисы треугольника
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В [4] предложен еще один способ постро-
ения неподвижной точки подобия, удиви-
тельный своей простотой и красотой. Для 
его реализации достаточно линейки, чего 
никак не приходится ожидать от явно метри-
ческой задачи. 
1. Строим точки пересечения сторон F  

с соответственными сторонами F' : K = 
= AВ ∩ А'В', L = BC ∩ B'C', M = CD ∩ C'D', 
N = AD ∩ А'D'.

2. На пересечении прямых KM и LN нахо-
дим искомую точку O (рисунок 10, а).

а)

б)

Рисунок 10 – Построение неподвижной 
точки одной линейкой

Вернемся к решению главной задачи. 
Считаем, что неподвижная точка О подобия 
найдена. Если О принадлежит F, то она яв-
ляется искомой. В противном случае по 
лемме 3 первой искомой точкой X будет бли-
жайшая к О точка карты F, она единственна. 
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Искать точку X' как образ X при подобии ψ 
не обязательно – ей будет ближайшая к О 
точка карты F' (рисунок 11).

Способ основан на следующем факте: 
подобие с коэффициентом k ≠ 1 увеличива-
ет расстояние от своего центра до произ-
вольной прямой в k раз. Отношение рассто-
яний от точки М до прямых А'В' и АВ равно 
А'D'/AD = k, поэтому таким же свойством об-
ладает и любая точка прямой KM. Значит, 
центр подобия должен принадлежать KM. 
Аналогично показывается, что он принадле-
жит LN. Отсюда и следует, что O = KM ∩ LN.

В [4] приведенный способ был использо-
ван для карт, лежащих на столе одной сторо-
ной, но он применим и в случае, когда пере-
вернута ровно одна карта (рисунок 10, б), обо-
снование аналогично приведенному выше.

Рисунок 11 – Подобие с центром 
за пределом карт

Заключение. Таким образом, задача 
о ближайших соответственных точках ре-
шена для всех возможных существенно 
различных случаев расположения карт 
и соотношениях их масштабов. Отметим, 
что она в некотором смысле более инте-
ресна в сравнении с задачей о проколе 
ближайших точек, так как не требует нали-
чия непустого пересечения карт. Получен-
ные результаты могут быть использованы 
для организации научно-исследователь-
ской работы учащихся и студентов, при 
подготовке к олимпиадам и научно-практи-
ческим конференциям. 
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