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В статье исследуются равномерные рациональные приближения функций со степенно-логарифмической 
особенностью и их четных продолжений. Доказательство базируется на методе, разработанном 
А. А. Пекарским для нахождения равномерных рациональных приближений функции Маркова, основанном 
на многоточечных аппроксимациях Паде.
Ключевые слова: рациональная аппроксимация, степенная функция, функция со степенно-
логарифмической особенностью, четное и нечетное продолжение функции, функция Маркова.

Uniform rational approximations of functions with power-logarithmic singularities and their even extensions are 
studied in the article. The investigations are used the method developed by A. A. Pekarskii to find uniform rational 
approximations of the Markov function, based on multipoint Padé approximants.
Keywords: rational approximation, power function, function with power-logarithmic singularity, even and odd 
continuation of a function, Markov function.

Введение. Будем использовать следующие обозначения: { }0 0= ∪  ,  – банахово 

пространство непрерывных функций на отрезке [ ],  a b ⊂  относительно стандартной нормы

.

Через n , n 0 ,n∈  обозначим множество действительных рациональных функций степени 

не выше n. Для [ ]( ),f C a b∈  введем наилучшее равномерное рациональное приближение, т. е.

.

Пусть 0,  α β> ∈0,  α β> ∈ и  1.a >1. Положим  при 0 1x< ≤x0 1x< ≤1 и ( )0 0.gαβ = . Будем также 

рассматривать четное продолжение функции [ ]( ),f C a b∈ ([0,1]): . 
Изучению наилучших равномерных рациональных приближений функции 0gα  посвящен 

ряд работ. Наиболее точные результаты получил Г. Шталь [1]. Именно им показано, что при 
n n →∞  имеют место сильные асимптотики

,     

,     .
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Основная часть. В случае 0β ≠ 0 здесь будет доказана 

Теорема 1. Пусть 0α >  и 0β ≠ . Для  при nn →∞  справедливы следующие сла-

бые асимптотики

,    если  .α ∉;

,    если  .α ∉;

Лемма 1. Для любого четного k и любых 0,α >   ,β ∈  a > 1, – a < u < 0 существует дробь 

 Чебышева – Маркова относительно отрезка [0,1] такая, что ,  при 

 и

Здесь c > 0 и не зависит от k.

Лемма 1 относительно отрезка [–1, 1] для 0β =  имеется в [3, §4]. Для ее доказательства 
при 0β ≠  нужно дополнительно применить теорему 2 из [2].

Нам понадобится функция Маркова

  
(1)

где µ  – положительная борелевская мера с носителем  – a < u < 0. Мы предпо-

лагаем сходимость интеграла .

Введем следующее обозначение 

где inf берется по всем положительным на [u, 0] рациональным функциям вида  

p2n+1 и q2n – многочлены степеней 2n + 1 и 2n соответственно и q2n(x) > 0 для всех x ≤ 0. 

Теорема 2 [3]. Для наилучших рациональных приближений функции Маркова (1) и n 0 ,n∈
имеет место равенство

Лемма 2 [3]. Пусть ν  – положительная борелевская мера, ,  и та-

кая, что  Тогда для любого m m∈

где c 0c >  – абсолютная постоянная. 
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Теорема 3. Для наилучших рациональных приближений функции Маркова (1) с мерой μ, 
удовлетворяющей условию

выполняется следующее слабое асимптотическое соотношение

Доказательство. Верхние оценки в теореме 3 следуют из лемм 1, 2 и теоремы 2. Их до-
казательство аналогично доказательству верхних оценок из теоремы 2 работы [3]. Для полу-
чения нижних оценок нужно использовать метод двойственности Я. Э. Андерсона из [4].

Следующая лемма 3 доказывается так же, как аналогичная лемма из [4] с 0.σ =0

Лемма 3. Пусть KK ⊂  – континуум, функция h непрерывна на K, f аналитична на K, 0γ >   

и .σ ∈  Если  при nn∈ , то и  при n  .n∈
Для получения оценки для наилучших рациональных приближений четного продолжения 

функции  мы будем использовать лемму 4. Она следует из критерия П. Л. Чебышева эле-
мента наилучшего рационального приближения [5].

Лемма 4. Если , то для любого n 0n∈  справедливо равенство

Теорема 4. Для 0α > , 0β ≠  и nn∈  имеют место соотношения

Доказательство. Докажем, например, второе соотношение. Согласно лемме 4 и теореме 1 
имеем

    
(2)

Заметим, что 

Поэтому, заменив в (2)  на a, получим

 

Заменив здесь 2α  на α  и 2n на n, получим утверждение теоремы 4.

Изложим сейчас схему доказательства основной теоремы 1. При применении леммы 2 

и теоремы 3 будем считать u = – (1 + a) / 2. Через G обозначим область  с разрезом по 

ВВ
Ц БД

ПУ



Весці БДПУ. Серыя 3. 2023. № 414

радиусу (u, 0]. Граница  области G состоит из окружности =  и двух экземпляров отрезка 

[u, 0]: верхнего [u, 0]+ и нижнего [u, 0]  . Ориентируем границу  в положительном направле-

нии. Согласно интегральной формуле Коши получаем

 
(3)

Через  для  обозначим соответственно 

Из (3) получаем, что для 

 

Функция  аналитична на [0,1]. Поэтому согласно лемме 3 нам достаточно оценить над-

лежащим образом  Для этого необходимо исследовать поведение функции 

При этом следует учесть, что точка z = 0 для функции  является 

точкой ветвления из-за  при , а при  из-за  и  Подобные рассуждения 

для  применяются в [3].

Заключение. В заключение отметим, что в работе [6] для функции , 0,β < , найдены наи-
лучшие рациональные приближения ее четного и нечетного продолжений. Именно, для nn∈  
доказано, что

где через  мы обозначили нечетное продолжение функции :

Вопросы четного и нечетного продолжений функций обсуждались также в работах [7] и [8].

Полиномиальные приближения функции  исследовались в [9].
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