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Популярная задача о существовании особой точки двух географических 

карт (см., например, [1, стр. 63]) интересна и сама по себе: «Две прямоугольные 

карты одной местности разного масштаба наложены друг на друга так, что 

меньшая карта лежит целиком на большей. Докажите, что их можно проткнуть 

булавкой так, чтобы на обеих картах была проколота одна и та же точка 

местности». Такую точку будем называть неподвижной точкой карт. Вместе с 

этим описываемая в задаче ситуация обладает большим исследовательским 

потенциалом. В работе [2] рассматривалась более общая задача: найти 

(пользуясь лишь циркулем и линейкой) все неподвижные точки двух карт, если 

карты могут иметь любой масштаб и располагаться на плоскости произвольным 

образом, в том числе и «лицом» вниз. В некоторых случаях оказывалось, что 

карты не имели неподвижной точки, и тогда можно поставить следующий 

вопрос: в каком месте необходимо проткнуть карты, чтобы две проколотые 
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точки местности были географически наиболее близки? Это обобщение было 

рассмотрено в работе [3]. 

Вернемся к формулировке исходной задачи, немного ослабив ее тем, что 

меньшая карта не обязательно целиком лежит на большей. Целью работы будет 

получение различных способов построения неподвижной точки двух карт 

с помощью циркуля и линейки. Как и в приведенных выше работах, будем 

использовать метод преобразований плоскости. 

Пусть карты F и F' с вершинами A, B, С, D и A', B', С', D' лежат в плоскости 

П, а ψ – преобразование плоскости, переводящее F в F'. Так как карты имеют 

разный масштаб (будем считать, что карта F больше карты F'), то F в F' 

переводит некоторое преобразование подобия с коэффициентом k = A'B' / AB . 

При этом обе карты лежат «лицом» вверх, поэтому ψ – собственное 

преобразование (или преобразование первого рода, не меняет ориентацию 

плоскости).  Любое собственное преобразование подобия с коэффициентом k ≠ 1 

имеет единственную неподвижную точку О и представимо в виде композиции 

гомотетии H𝑂
𝑘   с центром О и коэффициентом k и поворота R𝑂

𝛼   около О на 

некоторый направленный угол α (см., например, [4, стр. 138]), при этом порядок, 

в котором берется композиция, несущественен, т.е. ψ = H𝑂
𝑘 ∘ R𝑂

𝛼 = R𝑂
𝛼∘H𝑂

𝑘  (рис. 1). 

Такое подобие называется поворотной гомотетией (или центрально-подобным 

вращением). Будем обозначать ее через H𝑂
𝑘,𝛼

. 

Случай α = 0 тривиален, тогда поворотная гомотетия является просто 

гомотетией, а точка О лежит на пересечении прямых AA′ и ВВ′. Поэтому в 

дальнейшем считаем, что α ≠ 0. 

Рис. 1 – Поворотная гомотетия – композиция гомотетии и поворота 

Так как гомотетия изменяет расстояние от своего центра до любой точки 

или прямой в k раз,  проходящую через центр прямую переводит в себя, а любую 

другую прямую – в параллельную ей, то легко получить следующие свойства 

поворотной гомотетии: 
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1. Если H𝑂
𝑘,𝛼

 (А) = A′, то ОА′ = k ОА. 

2. Если H𝑂
𝑘,𝛼

 (А) = A′, то  ∠AOA′= α . 

3. Если H𝑂
𝑘,𝛼

 (А) = A′, H𝑂
𝑘,𝛼

 (B) = B′, то направленный угол между прямой 

AВ и прямой А'В' равен α, т.е. прямая А'В' может быть получена поворотом 

прямой  AВ на угол α около их общей точки. 

4. Если H𝑂
𝑘,𝛼

(l) = l′, то d(O, l′) = k d(O, l) (через d(O, l) обозначаем

расстояние от точки до прямой). 

Так как меньшая карта не обязательно лежит целиком внутри большей, то 

может оказаться, что неподвижная точка преобразования ψ не принадлежит 

картам. Тогда считаем, что карты не имеют неподвижной точки. 

Первый способ построения неподвижной точки ψ основан на свойстве 1 и 

приведен в работе [2]. По известным точкам A, А', В, В' и коэффициенту k  мы 

ищем такую точку О, что ОА′ = k ОА, ОВ′ = k ОВ. Множество точек, 

определяемые каждым из равенств, – окружность Аполлония – геометрическое 

место точек плоскости, отношение расстояний от которых до двух заданных 

точек есть величина постоянная, не равная единице. Эти окружности легко 

строятся с помощью циркуля и линейки. Для определения нужной из двух точек 

пересечения надо воспользоваться тем, что треугольники AОВ и A'ОВ' должны 

иметь одинаковую ориентацию (рис. 2).  

Рис. 2 – Построение неподвижной точки с помощью окружностей Аполлония 

Второй способ основан на свойствах 2 и 3. Пусть K и L – точки пересечения 

прямых AВ и А'В' , ВС и В'С' соответственно (рис. 3). Тогда   ∠AKA' = ∠AОA' = α , 

поэтому точка О должна лежать на окружности, описанной около треугольника 

AKA'. Аналогично показывается, что О лежит на окружности, описанной около 

треугольника ВLВ'. Можно заметить, что эта же окружность  описана и около 

треугольника ВKВ', поэтому точку L находить не обязательно. Таким образом, 

одной точкой пересечения окружностей является точка K, а другой – искомая 

точка О. 
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Рис. 3 – Построение неподвижной точки с помощью описанных окружностей 

Третий способ наименее очевидный из приводимых, однако наиболее 

эффектный и простой в реализации. По свойству 4  d(O, А'В') = k d(O, АВ). 

Может ли этот факт дать какую-либо информацию о положении точки О? 

Будем исследовать геометрическое место точек, для каждой из которых  

расстояния до двух данных пересекающихся прямых находятся в известном 

отношении. Пусть прямые l и l' пересекаются в точке T (рис. 4), F(l, l', 

k) = {P | d(P, l′) = k d(P, l)}. Понятно, что если некоторая точка принадлежит 

множеству F, то и вся прямая TP принадлежит F. Множество F образовано двумя 

проходящими через T прямыми – по одной в каждой паре вертикальных углов, 

образованных l и l'. Найдем по одной точке на каждой из прямых. Проведем 

прямую l3 на произвольном расстоянии h от l, а  l1 и l2 на расстоянии k h от l'. 

Тогда точки P1 = l1 ∩ l3  и P2 = l2 ∩ l3  принадлежат множеству F, значит, F – пара 

прямых TP1 и TP2. 

 
Рис. 4 – Множество точек с постоянным отношением расстояний до двух прямых 

Теперь вернемся к нахождению неподвижной точки карт. Она должна 

принадлежать множествам F(АВ, А'В', k) и F(АD, А'D', k). Построим сначала 

первое из них. Пусть K = AВ ∩ А'В', L = BC ∩ B'C', M = CD ∩ C'D', N = AD ∩ А'D' 

(рис. 5). Из двух прямых множества F(АВ, А'В', k) нужно взять ту, которая 

проходит через образованный прямыми AВ и А'В' угол, содержащий малую 
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карту. Покажем, что это прямая KM. Действительно, d(M, АВ) = AD, d(M, 

А'В') = А'D' = k AD, поэтому M ∈ F(АВ, А'В', k)  и MK ∈ F(АВ, А'В', k). 

Аналогичными рассуждениями устанавливаем, что LN ∈ F(АD, А'D', k). Таким 

образом, точка О лежит на пересечении прямых MK и LN. 

Рис. 5 – Построение неподвижной точки одной линейкой 

Простота этого способа удивляет, особенно в сравнении с достаточно 

сложным обоснованием. Построение неподвижной точки проводится одной 

линейкой, без использования циркуля, при этом нужно провести не более шести 

прямых. 

Разумеется, способы построения неподвижной точки двух карт не 

ограничиваются рассмотренными тремя, можно найти и другие решения задачи, 

и, вероятно, среди них окажется немало вполне оригинальных. Потенциал задачи 

о картах еще далеко не исчерпан, и она ждет своих исследователей. 
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