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ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ВАРИАЦИИ 

ведение. Обозначим через α
π2VH  

класс непрерывных π2 -периодиче-
ских функций, имеющих ограниченную вариа-
цию на отрезке π[0,2 ] , π =( ,[0,2 ])V f V , и удо-
влетворяющих условию Липшица–Гельдера 

α < α <, 0 1Lip . 
Равномерные рациональные приближе-

ния таких функций изучались Е. П. Долженко 
и А. А. Абдугаппаровым [1], Г. Фройдом [2], 
А. П. Булановым [3]. В случае отрезка окон-
чательный результат был получен А. А. Пе-
карским [4] и П. П. Петрушевым [5], в пе-
риодичском случае – А. А. Пекарским [6] 
с помощью метода последовательных усред-
нений. Из этого результата, в частности, сле-
дует, что наилучшие равномерные прибли-
жения гельдеровских функций ограниченной 
вариации рациональными функциями степени 
не выше n  имеют порядок lnn n . Е. А. Ровба 
[7] и А. А. Ляликов [8] использовали метод 
интегральных рациональных операторов для 
рациональной аппроксимации гельдеровских 
функций, имеющих ограниченную вариацию 
на конечном отрезке. В настоящей работе 
операторный метод применяется для 
приближения функций класса α

π2VH . 
  
Интегральные рациональные опера-

торы типа Валле Пуссена и их свой-
ства. Интегральные рациональные операто-
ры типа Валле Пуссена для приближения 
непрерывных на вещественной прямой функ-
ций были построены В. Н. Русаком [9], в [10] 
им построены аналогичные операторы, дей-
ствующие в пространстве π2C  непрерывных 

π2 -периодических функций. Несколько из-
меним их конструкцию, уменьшив степень 
рациональной функции, являющейся значе-
нием оператора. Основные аппроксимаци-
онные свойства операторов при этом не 
изменятся. 
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является ядром типа Валле Пуссена. 

 
Лемма 1. Оператор −2 1nV  

1) любую функцию π∈ 2f C  отображает 
в тригонометрическую рациональную 
функцию степени не выше −2 1n ; 

2) является точным на константах; 
3) нормы операторов −2 1nV  как операторов из 

π2C  в π2C  равномерно ограничены, а именно 

( )
π
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Доказательство этих свойств проходит так 

же, как в [9; 10]. 
Как известно из [9; 10], при подходящем 

выборе параметров { } =
α

1

n
k k  операторы типа 

Валле Пуссена осуществляют аппроксима-
цию порядка наилучших рациональных при-
ближений. Далее будет предложен метод 
расположения параметров, при котором 
уклонение оператора −2 1nV  от функций из 

α
π2VH  принимает минимальный порядок. 
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Вспомогательные леммы 
Лемма 2. Пусть 
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параметры { } =
α

1

N
k k  расположены на радиаль-

ном луче по правилу ( ) τα = − ρ1 k i
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Доказательство. Пользуясь равен-
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Обозначим 
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≤ ≤1 l N . В таком случае будем иметь 
2 21

2 2
1

1

2
1

1 1 1

1 2

1 2

2

2

1 11 1( )
2 (1 ) 2

1 1
2 2
1 ( 1) ( 1)

2 1 2 1

1 ( )
2(1 )

(2 ) 2 ,
2 5

l N
k k

n
k k lk

l N
k

k
k k l

l l N l

l l N l

l

l N l

u
s

h
h s

h
h s

h
h s

y y
s s

−

= =

−

= =

− − − +

−

− − +

− +

− α − α
′Φ > + ≥

− α

≥ + ρ =
ρ

ρ ρ − ρ ρ −
= + =

ρ − ρ −

 ρ − ρ ρ ρ − ρ
= + ≥ − ρ ρ 

ρ − ρ − ρ
≥ ≥

∑ ∑

∑ ∑

 

тем самым лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть параметры { } =
α

1

N
k k  вы-

браны как в лемме 2, θ= iz ve . Если 
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Доказательство. При 1 1 ,Nh v h− ≤ ≤ − ρ  
τ = θ  доказательство проводится аналогично 
доказательству подобной леммы в [10].  

Пусть теперь = − τ − θ ≤1 ,
2
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Оценим сумму в показателе степени. 
Пусть  1 1 ,Nh v h− ≤ ≤ − ρ τ = θ  

и    11 1 , 1l lh v h l N−− ρ ≤ ≤ − ρ ≤ ≤ . 
В этом случае  
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Исследуя функцию ( ) ( )
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на монотонность с помощью производной, 
можно убедиться, что при > 0a  она убывает 
на отрезке [0,1] , поэтому  
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Подставив найденную оценку в (2), полу-
чим необходимое неравенство. 

 
Лемма 4. Пусть на каждом из лучей 

= τ1argz  и = τ2argz  расположены по N  пара-
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α
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Доказательство. При использовании 
комплексных переменных = ξ =,iu ivz e e  ядро 
оператора представимо в виде [10] 
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поэтому 
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Заменим отрезок интегрирования τ τ1 2[ , ]  

на контур 
=
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Для определенности рассмотрим случай 
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Воспользовавшись леммой 3 и неравен-
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Оценивая 4I  подобно 2I , получим 
( )

4

2

2 2
4

2 2

ln 1
arctg

sin
22 4 .

sinsin
22

y y

h
u

dw
I e e uu w

− −

Γ

− −
τ −

≤ <
τ −−∫  

Если < ≤3 / 4 1h , то 
− −

π π
< ≤

τ − τ − τ −

2 2

4
2 2 2

2 8 ,
sin 3 sin sin

2 2 2

y y

e heI u u u

 
при < ≤0 3 / 4h  выполняется ( )− − <ln 1 2h h , 
поэтому 

− −

< <
τ − τ − τ −

2 2

4
2 2 1 2

8 8 ,
sin sin sin

2 2 2

y y

e eI u u u

 
в любом случае 

−
π

<
τ − τ −

2

4
2 2

8 .
3 sin sin

2 2

y

heI
u u

 
И наконец, 
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Подставляя полученные оценки в (4), 
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откуда с учетом (3) следует справедливость 
утверждения леммы. 

 
Оценка уклонения рационального опе-

ратора.  
Теорема 1. Если α
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и экспонента. Для данного натурального n  
возьмем натуральное η  такое, что 

η< ≤1 ln n e . Непосредственно проверяются 
соотношения 
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Не ограничивая общность, в дальнейшем 
будем считать n  достаточно большим для вы-
полнения неравенств ( )µ µ− ≥ µ = η7 , 1,m V V . 
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k k
t  по правилу 
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1 2 1
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m
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t t t

t t

V f t t V

µ

µ µ µ
+

µ µ
+

µ µ
+ µ

= < < < = π

− ≤
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Эти разбиения не однозначны, но их 
возможность следует из соотношения 
( )µ µ− ≥7m V V . Объединение точек разбие-
ния с первого по µ -е включительно будем 
называть точками разбиения µ -го ранга, 

µ

µ µ µ
+= τ < τ < < τ = π1 2 10 ... 2n , на основании (6) их 

количество µn  удовлетворяет неравенству 
µ µ

µ µ
= = µ

  α α
= = ≤   

    
∑ ∑ 2 2

1 1
.

21ln ln 18ln lnk k k

n nn m
n n n n

 
Обозначим  

µ
µ µ µ µ µ µ+ µρ = − = + ∆τ = τ − τ1exp( 1/ ), [ ] 1, k k

ky N x y
. 

На каждом радиальном луче 
µ

µθ = τ µ = η =arg , 1, , 1,l l n , 
разместим по 2Nµ  параметров αk  в точках 
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l
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l

e k N

e k N

µ

µ

τµ
− µ µ

τµ
µ µ

− ∆τ ρ =

− ∆τ ρ =
   (8) 

С учетом (6) общее число 0n  задейство-
ванных параметров αk  удовлетворяет соот-
ношению 

0
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2
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n n n n
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µ µ
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Все остальные − 0n n  параметров можно 
взять равными нулю.  

На основании точности оператора −2 1nV  на 
константах представим уклонение рацио-
нальной функции −2 1( , )nV u f  от ( )f u  в форме 

( )( ) ( )
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Не ограничивая общность, будем считать, 
что = πu . Зададим окрестность 
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α
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1
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2

u x nu x x d
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1 1
1 1, ,
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а 
µ

µτq – наименьшая точка µ -го ранга, лежащая 
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где 
∧

µ µτ = τmax{ , }k k u . В свою очередь µ′′I  пред-
ставимо в форме 
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Тогда из условия Липшица–Гельдера и огра-
ниченности норм оператора −2 1nV  следует 
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Легко убедиться, что для µ = η1,  выпол-

няется неравенство µ µ− +> x yd e , поэтому, 
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получим 
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и при µ = η2,  
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следовательно, 
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Для оценки последнего интеграла вос-
пользуемся (7) и ограниченностью норм опе-
ратора −2 1nV   

( )
1

*

2 2

,
3 ( )

72 ln ln 72 ln .
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k

n

n
k qn
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Из соотношений (9–13) следует 
( ) α

 + π
′′  < + ⋅

 α 

272 350 ln3 2 .
V e nI

n
 

Для ′I  верна такая же оценка и, таким об-
разом, теорема доказана. 
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SUMMARY 
Rational approximation of functions with bounded 

variation with fulfil satisfying Lipschitz-Holder’s 
condition is being investigated researched. The order 
of evasion of integral rational Vallee Poussin’s 
operators from functions of this class is found. 
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