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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЭРМИТОВЫХ ФОРМ К ИССЛЕДОВАНИЮ 
ОДНОРОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ЭЙЛЕРОВА ТИПА НА ОТРЕЗКЕ 

ведение. Дробно-дифференциаль-
ные уравнения находят обширные 
приложения в различных областях 

математики, механики и физики. Изложение 
теории и библиографию можно найти, на-
пример, в [1]. Частным случаем таких урав-
нений являются дробно-дифференциальные 
уравнения эйлерова типа. Метод их решения 
обычно основывается на преобразовании Мел-
лина, что для однородных уравнений, име-
ющих в качестве решения степенные функ-
ции, не является допустимым. В предлага-
емой работе дается решение однородного 
дробно-дифференциального уравнения эйле-
рова типа на отрезке [0, 1] сведением к обык-
новенному дифференциальному уравнению 
с постоянными коэффициентами. С помощью 
метода эрмитовых форм получен признак 
разрешимости рассматриваемого уравнения 
в классе функций, представимых дробными 
интегралами. 
 

1. Однородное дробно-дифференци-
альное уравнение эйлерова типа на от-
резке [0,1]. На отрезке [0, 1] рассмотрим 
однородное дифференциальное уравнение 
порядка α + m: 
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Решение y(x) будем искать в классе 
1( [0,1])I Lα

 функций, представимых дробным ин-
тегралом порядка α с плотностью из 1[0,1].L  

Обозначив 0 yα
+z = D , получим уравнение 

Эйлера: 
( ) 1 ( 1)

1 0( ) ( ) ... ( ) 0.m m m m
m mA x z x A x z x A z x− −

−+ + + = (2) 

Сделав замену tx e= , 0t−∞ < < , при-
водим (2) к виду: 

( ) ( 1)
1 0( ) ( ) ... ( ) 0,m m

m ma z t a z t a z t−
−+ + + =    (3) 

где ( ) ( )tz t z e=  и коэффициенты 0 1, , ... , ma a a  
выражаются через 0 1, , ... , mA A A  [3]. Уравне-
нию (3) ставим в соответствие характе-
ристический многочлен: 
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Пусть s −  корень кратности k полинома 

Pm(s). Тогда такому корню s многочлена Pm(s) 
соответствуют k решений  

1( ) ,sz x x=   
=2( ) ln , ... ,sz x x x   

1( ) lns k
kz x x x−=  

уравнения (2). Для решения уравнения (1) 
получим дробно-дифференциальные урав-
нения  
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Для ( )0 1 ( ) sy x xα
+ =D , используя [2], полу-

чим решение исходного уравнения (1) в виде: 
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Сделав замену t x= τ , после преобразо-
ваний получим: 

11 1
1

1 1 1
0 0

1( ) (1 )( ) ( )(1 )
( 1)( 1, ) .( ) ( 1)

s s s
s

s
s

x d xy x d
x

x ss xs

+ α+
α−

−α −α

α+
α+

τ τ= = τ − τ τ =∫ ∫Γ α Γ α− τ
Γ += Β + α =

Γ α Γ α + +

 

При условии Re 1s > −  функция 
α∈1 1( ) ( [0,1])y x I L . Если Re 1,s ≤ −  то решению 

1( ) sz x x=  уравнения (2) не соответствуют ни-
какие решения исходного уравнения (1) 
в искомом классе. 

Решениям 2( ), ... , ( )kz x z x  соответствуют 
решения уравнения (1) вида: 
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Здесь ( )xψ  − пси-функция Эйлера, 
Re 1,s > −  функции 2( ), ... ,y x  1( ) ( [0,1]).ky x I Lα∈  
Если Re 1,s ≤ −  то решениям 1( ) lns k

kz x x x−=  
уравнения (2) не соответствуют никакие 
решения исходного уравнения (1) в искомом 
классе. 

Справедлива следующая теорема. 
 
Теорема 1. Пусть характеристический 

многочлен ( )mP s  имеет 1κ  простых корней 
= κ1 1( 1, ... , ),js j  2κ  корней = κ2 2( 1, ... , )js j  

кратности 2, … , lκ  корней = κ( 1, ... , )jl ls j  
кратности l в полуплоскости Re 1,s > −  причем 
κ + κ + + κ = κ κ ≤1 2 ... , .l m  Тогда общее реше-
ние уравнения (1) имеет вид: 
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где 0, j
c ci  − произвольные постоянные. 

Представляют интерес методы нахожде-
ния числа корней многочлена ( )mP s  в полу-
плоскости Re 1,s > −  не основанные на явном 
решении характеристического уравнения. 

Обозначим ( ) ( 1)m mQ t P it= − −  и пусть ( )mQ t  − 
многочлен, коэффициенты которого комп-
лексно сопряжены к коэффициентам ( ).mQ t  
Строим функцию: 
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Этой функции ставим в соответствие 
эрмитову форму 
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Из теоремы Эрмита [4] вытекает теорема 2. 
 
Теорема 2. Пусть r и s – ранг и сигнатура 

эрмитовой формы 0 1( ; , ... , ).m mH Q t t −  Тогда 

уравнение (1) имеет ) / 2 1(r s+ +  линейно 
независимое решение.  
• Если эрмитова форма −0 1( ; , ... , )m mH Q t t  опре-

делена положительно, то уравнение (1) 
имеет 1m +  линейно независимое решение.  

• Если эрмитова форма −0 1( ; , ... , )m mH Q t t  опре-
делена отрицательно, то уравнение (1) имеет 
одно линейно независимое решение 

1
0( ) ,y x c xα−=  где 0c  − произвольная посто-

янная. 
Рассмотрим некоторые частные случаи. 
 
2. Уравнение с двумя дробными произ-

водными. Рассмотрим частный случай 
уравнения (1) с двумя дробными произ-
водными: 

1
1 0 0 0( )( ) ( )( ) 0,A x D y x A y xα+ α

+ ++ =D   (4) 

где 0 1, .A A ∈  Обозначив 0D yα
+z = , получим 

уравнение Эйлера: 
1 0'( ) ( ) 0.A x z x A z x+ =     (5) 

Сделав замену tx e= , 0t−∞ < < , приво-
дим (5) к виду: 

1 0'( ) ( ) 0.A z t A z t+ =     (6) 
Уравнению (6) ставим в соответствие ха-

рактеристический многочлен 1 1 0( ) .P s A s A= +  
Соответствующая эрмитова форма имеет 
вид 1 0 0 0( ; ) ,H Q t Et t=  где 

1 1 1 0 0 12 ( ) .E A A A A A A= − + ∈  
Имеет место теорема 3. 
 
Теорема 3. 

1. Пусть 0.E >  Тогда уравнение (4) имеет 
два линейно независимых решения. 

2. Пусть 0.E <  Тогда уравнение (4) имеет 
одно линейно независимое решение 

1
0( ) ,y x c xα−=  где 0c  − произвольная по-

стоянная. 
В частном случае, когда 0 1, ,A A ∈  эрмито-

ва форма принимает вид 

1 0 1 1 0 0 0( ; ) 2 ( )H Q t A A A t t= −  
и картину разрешимости уравнения (4) в пред-
положении, что 1 0,A >  определяет след-
ствие 1. 
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Следствие 1. 
1. Пусть 1 1 00, .A A A> >  Тогда уравнение (4) 

имеет два линейно независимых ре-
шения. 

2. Пусть 1 1 00, .A A A> <  Тогда уравнение (4) 
имеет одно линейно независимое реше-
ние 1

0( ) ,y x c xα−=  где 0c  − произвольная 
постоянная. 

 
3. Уравнение с тремя дробными про-

изводными. Рассмотрим частный случай 
уравнения (1) с тремя дробными произ-
водными: 
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( )( ) 0,

A x D y x A x D y x
A D y x

α+ α+
+ +

α
+

+ +
+ =

  (7) 

где 0 1 2, , .A A A ∈  Обозначив 0 yα
+z = D , полу-

чим уравнение Эйлера: 
2

2 1 0''( ) '( ) ( ) 0.A x z x A x z x A z x+ + =   (8) 

Сделав замену tx e= , 0t−∞ < < , приво-
дим (8) к виду: 

2 1 2 0''( ) ( ) '( ) ( ) 0.A z t A A z t A z t+ − + =   (9) 
Уравнению (9) ставим в соответствие 

характеристический многочлен: 
= + − +2

2 2 1 2 0( ) ( ) .P s A s A A s A  
Соответствующая эрмитова форма имеет 

вид: 
= + + +2 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0( ; , ) ,H Q t t At t Bt t Bt t Ct t  

где 2 2 1 2 2 1(3 ) (3 ),A A A A A A A= − + −  

= + − − + −2 2 0 1 2 2 0 1( (2 ) (2 )),B i A A A A A A A A  
2 1 2 0 1

2 1 2 0 1

(3 )(2 )
(3 )(2 ).

C A A A A A
A A A A A

= − + − +

+ − + −
 

Имеет место теорема 4. 
 
Теорема 4. 

1.  Пусть  r и s – ранг и сигнатура эрмитовой 
формы 2 0 1( ; , ).H Q t t  Тогда уравнение (7) 
имеет ( ) / 2 1r s+ +  линейно независимое 
решение. 

2.  Пусть 20, 0.A AC B> − >  Тогда уравнение (7) 
имеет три линейно независимых решения. 

3.  Пусть 20, 0.A AC B< − >  Тогда уравнение (7) 
имеет одно линейно независимое решение 

1
0( ) ,y x c xα−=  где 0c  − произвольная посто-

янная. 
4.  Пусть 2 0.AC B− <  Тогда уравнение (7) 

имеет два линейно независимых решения. 
5.  Пусть 2 0.AC B− =  Тогда уравнение (7) 

при 1s =  имеет два линейно независи-
мых решения, а при 1s = −  – одно линей-

но независимое решение 1
0( ) ,y x c xα−=  где 

0c  − произвольная постоянная. 
В частном случае, когда 0 1 2, , ,A A A ∈  эр-

митова форма принимает вид 
= γ +β2 0 1 1 1 0 0( ; , ) ,H Q t t t t t t  

где  
2 2 1

2 1 2 0 1

2 (3 ),
2(3 )(2 )
A A A

A A A A A
γ = −
β = − + −

 

и картину разрешимости уравнения (7) в пред-
положении, что 2 0,A >  определяет следствие 2. 

 
Следствие 2. 

1.  Пусть 
2

2 1

2 0 1

0,
3 ,
2 .

A
A A
A A A

>
 >
 + >

  

Тогда уравнение (7) имеет три линейно 
независимых решения. 

2.  Пусть 
2

2 1

2 0 1

0,
3 ,
2

A
A A
A A A

>
 >
 + <

 или 
2

2 1

2 0 1

0,
3 ,
2 .

A
A A
A A A

>
 <
 + <

  

Тогда уравнение (7) имеет два линейно 
независимых решения. 

3.  Пусть 
2

2 1

2 0 1

0,
3 ,
2 .

A
A A
A A A

>
 <
 + >

  

Тогда уравнение (7) имеет одно линейно 
независимое решение 1

0( ) ,y x c xα−=  где 0c  − 
произвольная постоянная. 
 
Выводы. В работе дано решение однород-

ного дробно-дифференциального уравнения 
типа Эйлера на отрезке [0, 1] в классе 1( [0,1])I Lα  
функций, представимых дробными интегра-
лами порядка α с плотностью из 1[0,1].L  Мето-
дом эрмитовых форм исследована раз-
решимость рассматриваемого уравнения для 
случая двух, трех и конечного числа дробных 
производных Римана−Лиувилля в классе 

1( [0,1])I Lα . Рассмотрены частные случаи. 
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SUMMARY 
Homogeneous differential equation of order 

α + m with Riemann – Liouville fractional derivatives 
on the segment [0, 1] is considered. General solution 

of the considered equation is established in the 
general case, when there are multiple roots of the 
characteristic polynomial. Using Hermitean form me-
thod sufficient conditions of the linear independence 
of solutions are established. Special cases are 
considered. 
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