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ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ ТИПА ЭЙЛЕРА С КОНЕЧНЫМ 
ЧИСЛОМ ПРОИЗВОДНЫХ 

ведение. Многие задачи математи-
ческой физики и механики сводятся 
к дробно-дифференциальным урав-

нениям, в частности к уравнениям эйлерова 
типа. В случае, когда порядки соседних про-
изводных отличаются на целое число, такие 
уравнения изучались ранее, например в [1–3]. 
Их решение основывалось либо на преобра-
зовании Меллина, либо на сведении к обык-
новенному дифференциальному уравнению 
с постоянными коэффициентами. 

Если порядки производных произволь-
ные, указанные выше методы применить не 
удается. В предлагаемой ниже работе вво-
дится специальное банахово пространство 
функций, в котором изучается действие опе-
ратора взвешенного дробного интегрирова-
ния. С помощью полученных результатов 
обобщенное дробно-дифференциальное урав-
нение эйлерова типа с конечным числом 
производных произвольного порядка удается 
свести к системе алгебраических уравнений 
и дать его решение в замкнутой форме. 

 

1. Оператор взвешенного дробного ин-
тегрирования в пространстве Ap. Пусть 
Ap – нормированное векторное пространство 
функций, разлагающихся в степенной ряд 
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Изучим действие на функции из Ap опера-
торов дробного интегрирования и дифферен-
цирования Римана−Лиувилля порядка α, 
0 < α < 1, определяемых соответственно фор-
мулами [4] 
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Пусть ∈ ε >(0,1), 0x . В силу свойств сте-
пенных рядов ∀ ∈ [0,1)a  ∃ εn( , ),a  что 
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Таким образом, fn сходится к f равномерно 
на любом отрезке [0; a], 0 < a < 1. Тогда 
∀ ∈ (0,1]x  имеем 
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Через α
+   pAI  обозначим пространство 

функций, представимых в виде дробного ин-
теграла порядка α с плотностью из Ap . В силу 
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Это пространство является банаховым с 
нормой { } 

 
α
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f d k . Используя те же 

рассуждения, что и выше, установим, что 

( ) ( )φ
∞α −α

+
=

Γ += + − α∑ Γ + − α0

( 1)( 1 ) ( 2 )
k

kk

kD x c k xk
. 

Как известно [4], операторы α α
+ +, ,I D  вооб-

ще говоря, не обращают друг друга. Для функ-
ций φ∈ pA  имеем φ[ ]( ) ,D Iα α
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+ + ϕ ≡[ ]( )I D . 

Кроме того, верны операторные равенства 
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Рассмотрим оператор взвешенного дроб-
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Справедлива следующая теорема. 
 
Теорема 1. xm  – собственные функции 

оператора K γ  в Ap, соответствующие соб-

ственным значениям 
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Возможность почленного интегрирования 
обоснована выше. 

Имеет место теорема 2. 
 
Теорема 2. Оператор γK  ограничен в Ap, 
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Итак, оператор Kγ ограничен в Ap. При u = 1 
1(1) ,

(1 )
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 следовательно, 1 .

(1 )
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Следствие 1. Если 1,γ >  то (1 ) 1,Γ + γ >  

следовательно Kγ – оператор сжатия. 
 
2. Обобщенное уравнение с конечным 

числом производных произвольного по-
рядка. Рассмотрим линейное неоднородное 
уравнение типа Эйлера с конечным числом 
дробных производных: 
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Будем искать решение в пространстве Ap, 
g ∈ Ap. Подставляя разложения 
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где ck неизвестны, tk заданы, в уравнение (3), 
получим бесконечную систему уравнений: 
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лены из системы (4). Тогда решение урав-
нения (2) найдем в виде 

0
1

0

10 0
1

1

0 0

0

0 0 1

1( ) ( ) ( )
1

( ) ( )
1 (1 )( )
1 ( 1, )( )

! !
( 1) ( )( ) .

n
n

n

n n

n

n

k
x km k

m
n

kx

k mkn

k m mk
kkn

k m
nkkn
mk m kn

k kk kn nn k

c t
y I u dtm x t

t dtc t xm x t

c x dm

c x k mm
xk kc x c xk m mm

∞

=
+ −

∞

−=

∞ + −

=

∞ +

=

∞ ∞+

= = +

  

∑
= = =∫Γ −

= = = τ =∑ ∫Γ −

= τ − τ τ =∑ ∫Γ

= Β + =∑Γ

= =∑ ∑Γ + + Γ

 

Суммируя вышеизложенное, заключаем, 
что верна теорема 3. 

 
Теорема 3. 
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 Тогда если 0, 1, ,ki
t i N= =  то уравнение (2) 

имеет в пространстве Ap N линейно не-
зависимых решений (5), где ck, k ≠ ki , 

1,i N=  находятся из (6), , 1,ki
c i N=  – 

произвольные постоянные. Если хотя бы 

одно ≠ =0, 1, ,
ikt i N  то уравнение (2) не 

имеет решений в pA . 
 
Заключение. В банаховом пространстве 

Ap рассмотрено обобщенное дробно-диффе-
ренциальное уравнение эйлерова типа с 
конечным числом производных произвольно-
го порядка. Это уравнение сведено к равно-
сильной системе линейных алгебраических 
уравнений. Получены условия разрешимости 
и явный вид решения. 
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SUMMARY 
Generalized nonhomogeneous fractional differen-

tial equation with finite number derivatives of arbitrary 
order on the interval (0, 1) is examined. Solvability 
conditions and explicit solution of the considered 
equation are obtained using the properties of weigh-
ted fractional integration operator. 
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