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в периоде решетки, что, в свою очередь, приводит к необходимости измене-
ния угла падения для зондирующего излучения гелий-неонового лазера. 

a) б)
Рисунок 2.  – Полученные осциллограммы в результате записи динамики 

голограмм в кристалле силиката висмута, где 
а) релаксация голограммы, б) формирование голограммы 

В качестве демонстрации результатов на рисунке 2 показаны две ос-
циллограммы, полученные в результате исследования динамики голограмм 
в кристалле силиката висмута.

УДК 539.171.016
СРАВНЕНИЕ ТОЧНОСТИ БОРНОВСКИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ  

И МЕТОДОВ LQZ ДЛЯ РАСЧЕТА НОРМИРОВАННОГО МОТТОВСКОГО 
СЕЧЕНИЯ РАССЕЯНИЯ НА ЯДРАХ ЛЕГКИХ ЭЛЕМЕНТОВ

COMPARISON OF THE ACCURACY OF THE BORN  
APPROXIMATIONS AND THE LQZ METHODS FOR CALCULATION  

OF THE NORMALIZED MOTT CROSS SECTION
П. Б. Кац / P. B. Kats

А. В. Архутик / А. V. Arkhutsik
К. А. Мушинская / К. А. Mushinskaya

Брестский государственный университет имени А. С. Пушкина  
(Брест, Беларусь)
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ния превосходит точность метода LQZ. Для водорода точность LQZ оказалась меньше 
точности второго борновского приближения.
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The accuracy of the second and third Born approximations and the LQZ and LQZm2 
methods for calculating the normalized Mott scattering cross section on the nuclei of elements 
with Z = 1–6 is compared. The error of the Born approximations and LQZm2 decreases with 
decreasing Z. The LQZm2 method has the highest accuracy for the considered set of speeds. 
For Z = 1–3, the accuracy of the third Born approximation exceeds the accuracy of the LQZ 
method. For hydrogen, the accuracy of LQZ was less than the accuracy of the second Born 
approximation.
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Дифференциальное сечение рассеяния электронов на неподвижном то-
чечном ядре в классической и нерелятивистской квантовой механике выража-
ется формулой Резерфорда: 

		                                 (1)
В релятивистской квантовой механике дифференциальное сечение рас-

сеяния было найдено Моттом [1]. Оно выражается через условно сходящиеся 
ряды по полиномам Лежандра, и поэтому его использование неудобно для 
практических расчетов. Заметим, что обычно используется нормированное 
моттовское сечение [2]:

		                                            (2)
Для расчетов обычно используют различные приближения [2]. Наиболее 

распространенным является приближение Маккинли-Фешбаха (MF) [3], полу-
ченное во втором порядке теории возмущений:

	                 (3)
Джонсон, Вебер и Маллин [4] получили выражение для дифференциаль-

ного сечения рассеяния в третьем борновском приближении (JWM). Выраже-
ние само по себе достаточно сложное и используется редко.

В 1995 г. в [5] предложено новое приближение, основанное на аналитиче-
ском фитировании точного моттовского сечения. Назовем его LQZ. В этом ме-
тоде для каждого элемента с помощью метода наименьших квадратов рассчи-
тываются 30 коэффициентов. Как показали авторы [5], LQZ приводит к малой 
погрешности. С ростом порядкового номера элемента погрешность борновских 
приближений растет и для больших Z применимым оказывается метод LQZ.

Однако, как было показано нами в неопубликованной на данный момент 
работе, методы МФ и ДВМ при малых Z дают очень высокую точность. В дан-
ной работе мы рассмотрим вопрос – существуют ли элементы, для которых 
точность борновских приближений превышает точность метода LQZ.
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Ранее одним из авторов доклада была предложена модификация метода 
LQZ – LQZm2 [6], обеспечивающая правильную асимптотику при стремлении 
угла рассеяния к нулю, и было показано, что точность модифицированного 
метода превышает точность обычного метода LQZ. 

В данной работе рассчитаны коэффициенты LQZm2 для элементов 
c Z = 1–6, вычислена средняя относительная ошибка ER [5] для 26 относи-
тельных скоростей от 0,1 до 0,999 для методов MF, JWM, LQZ и LQZm2, а также 
усреднение этой величины по скоростям.
Таблица 1. – Среднее арифметическое значение относительной ошибки 

Z 1 2 3 4 5 6
 7,2·10-3

1,1·10-4

1,2·10-2

2,3·10-5

0,029
8,7·10-4

2,2·10-3

1,05·10-4

0,066
2,9·10-3

4,0·10-3

2,8·10-4

0,12
6,8·10-3

4,0·10-3

5,4·10-4

0,19
0,013
3,4·10-3

8,9·10-4

0,27
0,023
4,1·10-3

1,35·10-3

Из таблицы видно, что для погрешность JWM оказывается ниже погреш-
ности LQZ. Погрешность LQZm2 для всех элементов ниже погрешности борнов-
ских приближений. Для водорода погрешность LQZ аномально велика и даже 
превышает погрешность МФ. Это связано с сильным ростом относительной 
ошибки с ростом скорости.

Следует отметить два возможных недочета нашей проверки. Во-первых, 
при очень малой погрешности на результат может влиять точность вычисле-
ния нормированного моттовского сечения рассеяния. Для получения резуль-
татов, приведенных ранее, использовалось суммирование моттовских рядов 
по методу, предложенному в [2], до L = 150. Во-вторых, для проверки точности 
методов использовались те же скорости, для которых с помощью метода на-
именьших квадратов находились коэффициенты для химических элементов 
для метода LQZm2. Для проверки влияния количества членов сумм мы вычи-
слили погрешность метода JWM для  (при этой скорости 
получалась минимальная погрешность) при L = 150 и L = 300. В первом случае 

, во втором – .
Для LQZm2 вычислили погрешность при  при L = 150 

и L = 300. Такая скорость не использовалась при подборе коэффициентов. В пер-
вом случае  во втором –  
Из этих результатов можно предположить, что вычисление нормированного 
моттовского сечения с указанной выше точностью (до L = 150) не влияет суще-
ственно на полученные результаты, и более точное вычисление может повли-
ять только на вторую значащую цифру для средней погрешности  
для водорода.
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Вычислены значения постоянных экранирования для различных интервалов за-
рядовых чисел для линии Кα1 при условии ограничения относительной погрешности 
тремя процентами с помощью различных методов. Полученные результаты могут ис-
пользоваться в процессе обучения общей физике, а также в олимпиадах школьников.

The values of the shielding constants for different intervals of charge numbers for the 
lines Kα1 are calculated, provided that the relative error is limited to three percent using 
various methods. The results obtained can be used in the process of teaching general physics, 
as well as in school Olympiads.

Ключевые слова: закон Мозли, постоянные экранирования, метод наименьших 
квадратов, относительная погрешность.
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В учебной литературе закон Мозли представляют в двух формах. Один из 

вариантов используется, например, в [1]: корни квадратные из рентгеновских 
термов зависят линейно от зарядового числа Z элементов:


