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В статье изучены некоторые свойства p-целых функций. Получена оценка роста канонического 
произведения в p-круге. При дополнительных условиях на последовательность корней дана оценка 
порядка канонического произведения.
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The article studies some properties of p-entire functions. It presents the obtained estimate of growth 
of canonic product in p-ring. On additional conditions for roots sequence the estimate of order 
of canonic product is given.
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Введение. p-комплексные (дуальные) числа и соответствующие функции находят приме-
нение в различных областях математики и физики, поэтому их дальнейшее изучение являет-
ся актуальным. В статье изучены некоторые свойства p-целых функций. Получена оценка ро-
ста канонического произведения в p-круге. Найдены условия, при которых можно получить 
оценку порядка канонического произведения.

Некоторые свойства p-целых функций
Пусть p  – кольцо p-комплексных чисел вида += ,z x jy  где ∈, ,x y  

2 = 0,j  ≠ 0.j  В коль-
це p  имеются делители нуля вида .jc  Топология на p  порождается следующей нормой  

{ }max ,z x jy x y= + = . Более подробно с p-комплексными числами можно ознакомиться 
в работах [1] и [2]. Отметим следующие свойства указанной нормы, доказательства которых 
приведены в [2].

Свойства 1–5. 1. Для любых ∈, pz w   верно ≤    2 .zw z w

2. При ∈ ,n   ≤    .n nz n z

3. Если 0,Re z ≠  ≤
 

1 1 .
z z

4. Если 0,Re z ≠  ≤
12 .w w

z z
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5. ≤ ≤   2 | | 4 ,z z z  где = +2 2| | .z x y

Пусть → : .p pf  Представим эту функцию в виде +( ) = ( , ) ( , ),f z u x y jv x y  где = Reu f  − 
действительная часть функции, а = Parv f  − параболическая часть.

Определение 1. Функция ( )f z  называется p-целой, если функции ( , )u x y  и ( , )v x y  беско-
нечно дифференцируемы в 2  и выполнены условия

= =′ ′ ′( , ) ( , ) ( ,, .) 0x y yu v ux y x y x y  (1)

Из (1) вытекает, что функция ( , )u x y  зависит лишь от .x  В дальнейшем будем обозначать 
ее через ( ).u x

Решая систему (1), можно показать (см. [3, лемма 1]), что p-целую функцию ( )f z  всюду 
в p  можно представить в виде

( )= + + ϕ′( ) ( ) ( ) ( ) ,f z u x j yu x x  (2)

где ϕ( )x  – некоторая бесконечно дифференцируемая на   функция.
Имеет место [3, теорема 2] представление 

= + ′( ) ( ) ( ).f z f x jyf x  (3)

Для производных справедливы выражения

( )+= + + ϕ[ ] [ ] [ 1] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k kf z u x j yu x x
+= +[ ] [ ] [ 1]( ) ( ) ( ).k k kf z f x jyf x

Формулы (2), (3) позволят продолжить в p  некоторые вещественные функции. Напри-
мер, для любого ∈pz  положим

= +sin sin cos ,z x jy x
− − −= −

2 2 2
2 .z x xe e jyxe

Непосредственно из определения 1 вытекает, что сумма и произведение конечного числа 
p-целых функций снова будут p-целыми функциями. Однако на p-целые функции не удается 
перенести многие свойства классических целых функций [4]. В частности, не имеет места те-
орема Лиувилля. Например, функция

= + = + + = +( ) 1 sin 1 (sin cos ) 1 sinf z j z j x jy x j x

является p-целой, отличной от константы, при этом всюду =( ) 1.f z

При дополнительных условиях верен следующий аналог теоремы Лиувилля. 
Теорема 1. Пусть ( )f z  

_
 p-целая функция и ∈( ) .f x  Если при этом ( )f z  ограничена в  ,p  

то она является вещественной постоянной.
Доказательство. В условиях теоремы в равенстве (2): ϕ ≡( ) 0.x  Найдется > 0M  такое, что

{ }= ≤′( ) max | ( ) |,| ( ) | .f z u x yu x M

Отсюда следует, что ≡′( ) 0,u x  а значит, ≡ ∈( ) .u x const  Тогда ≡ ∈( ) ,f z const  что и тре-
бовалость доказать.

Замечание. Аналогичная теорема для функций, p-голоморфных в полосе, доказана в [5].
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Для характеристики роста неограниченных p-целых функций перенесем на p  некоторые 
понятия классической теории целых функций [4]. Пусть 

=
=( ) max ( ) .f z r

M r f z
Определение 2. Порядком p-целой функции ( )f z  назовем число 

→∞
ρ =

lnln ( )lim .
ln

f
r

M r
r  

(4)

Равенство (4) равносильно асимптотическому неравенству
ρ−ε ρ+ε

< <( ) ,r r
fe M r e

где ε > 0  − произовольно малое, при этом правое неравенство выполняется для всех доста-
точно больших ,r  а левое − для некоторой последовательности nr  такой, что 

→∞
= ∞lim .nn

r

Определение 3. Типом p-целой функции ( )f z  порядка ρ  назовем число 

ρ→∞
σ =

ln ( )lim .f
r

M r
r  

(5)

Из равенства (5) вытекает, что σ = inf ,A  где > 0A  такое, что асимптотически
ρ

<( ) .Ar
fM r e

Например, p-целая функция 
−+

= = = +( ) ch ch sh
2

z ze ef z z x jy x  имеет порядок ρ = 1 
и тип σ = 1.

Оценка роста канонического произведения в p-круге
Пусть ka  − последовательность действительных чисел такая, что 

→∞
= ∞lim kk

a
 

и +< ≤ ≤ ≤ ≤1 10 | | ... | | | | ...n na a a .
Определение 4. Каноническим произведением в p  назовем

   ∞ + + +      

=

 
= −  ∏

2
1 1...
2

1
( ) 1 ,

p

k k k

z z z
a a p a

k k

zF z e
a  

(6)

где p  − наименьшее натуральное число такое, что сходится ряд 
∞

+
=
∑ 1

1

1 .p
k ka

Если = 0,p  положим 
∞

=

 
= −  ∏

1
( ) 1 .

k k

zF z
a

 Число p  будем называеть родом канонического 
произведения.

Фиксируем > 0r  и пусть 0k  такое, что при < z r

∀ ≥ = ≤ ≤ <
 

0
1 :  .

| | | | 2k k k

z rk k q
a

z
a a



Теорема 2. Каноническое произведение (6) является p-целой функцией, при этом в круге 

< z r  справедлива оценка

( ) ( )
+

−+ + + +
+ +

−≤ + + + +
2 1

0 1 1
0

1 1 22 ...
1 2 1

0 1( ) 2 1 2 2 1 ... ,
p p

p pA r A r A r B r
k p p p p

p pF z B A r A r e
 

(7)

где 
∞

+
=

= ∑ 1
1

1 ,p p
k k

B
a

 = 0,1,2,...,p  
−

+
=

= ∑
0 1

1
1

1 ,
k

i i
k k

A
a

 = −0,1,..., 1i p .

При = 0p
( )−≤ +0 01 3

0( ) 2 1 2 .k B rF z B r e  (8)
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Доказательство. 1) Пусть ∈.p  Представим ( )F z  в виде = Π
0 0

( ) ( ) ( ),k kF z z F z  где
   − + + +      

=

 
Π = −  ∏

2

0

0

1 11 ...
2

1
( ) 1 ,

p

k k k

z z zk
a a p a

k
k k

zz e
a

   ∞ + + +      

=

 
= −  ∏

2

0
0

1 1...
2( ) 1 .

p

k k k

z z z
a a p a

k
k k k

zF z e
a

Положим 
   ∞ + + +      

=

  
 = −    

∑
2

0
0

1 1...
2( ) ln 1 .

p

k k k

z z z
a a p a

k
k k k

zg z e
a

 Используя (3), представим 
0
( )kg z  в виде

= + ′
0 0 0
( ) ( ) ( ).k k kg z g x jyg x  Заметим, что 

+   
+ + +      

       
 − = − − − − − +      +        

2 11 1...
2 1 1ln 1 ... ...

1

p

k k k

p px x x
a a p a

k k k k

x x x xe
a a p a p a

+ +         
+ + + + = − − −           + +         

2 1 2
1 1 1 1... ... .
2 1 2

p p p

k k k k k

x x x x x
a a p a p a p a

+   
+ + +      

        
 − = − + +                

2 11 1...
2 1ln 1 ... .

p

k k k

p px x x
a a p a

k k k k

d x x xe
dx a a a a

Тогда
+ +   ∞ ∞+ + +      

= =

        
 = − − + +                

∑ ∑
2

0
0 0

1 21 1...
2( ) ln 1 ... .

p

k k k

p px x x
a a p a

k
k k k kk k k

x y x xg z e j
a x a a

Справедливо неравенство ≤ Π
0 0

( ) 2 ( ) ( ) .k kF z z F z  Используя − = −1 ,jze jz  имеем

+ +∞

=

+

    
 − − − ∞    + +     

=

  
  ∑   = = × − 

−   

∑
1 2

00

0
0

1

1 1 ...
1 2( )( ) 1 .

1

p p

k kk kk

p

x x
p a p ag z k

k
k k

k

x
ayF z e e j xx

a

Теперь оценим

+ + + +∞ ∞

= =

      
− − − ≤ + + ≤         + + +      

∑ ∑
0 0

1 2 1 2
1 1 1... ...

1 2 1

p p p p

k k k kk k k k

x x x x
p a p a p a a

+

∞ ∞
+ +

+
= =

≤ ≤ ≤
+ + +

−
∑ ∑

0 0

1

1 1
1

1 2 1 2 .
1 1 1

1

p

pk p
pp

k k k k k

k

x
a

x r B
p p px a

a

+ +

∞ ∞ ∞
+

+
= = =

 
  

− ≤ + ≤ + ≤ +
− −

∑ ∑ ∑
0 0 0

1 1

1
1

11 1 1 2 1 2 .
1 1

p p

pk k p
pp

k k k k k k k

k k

x x
a ayyj y x r Bxx x x a

a a
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Отсюда заключаем, что ( )
+

++≤ +
1

0

2
11( ) 1 2 .

p
pB r

pp
k pF z e B r  Имеем также

   − + + +      

=

 
Π = − ≤  ∏

2

0

0

1 11 ...
2

1
( ) 1

p

k k k

z z zk
a a p a

k
k k

zz e
a

−

=

     + + +−          

=

∑ 
≤ −  ∏

210

0
1

1 1...1
2

1
2 1 .

pk

k k kk

z z z
k

a a p a

k k

z e
a

Используя неравенство Коши (о среднем), получаем оценку

− − −
− −

= = =

  
− ≤ − ≤ + ≤     

∏ ∏ ∏
0 0 0

0 0

1 1 1
2 2

1 1 1
1 2 1 2 1

k k k
k k

k k kk k k

z z z
a a a

−−

=− − −

 
 
 ≤ + ≤ ≤

− 
  

∑
00

00 0 0 0

11

12 2 2

0

1

2 1 2 2 .
1

kk

k A zk k k A rk

z
a

e e
k

Из (3) вытекает
− −

= =

          
   + + + + + +                    

∑ ∑
= ×

2 21 10 0

1 1

1 1 1 1... ...
2 2

p pk k

k k k k k kk k

z z z x x x
a a p a a a p a

e e
−−

=

   
× + + + +        

∑
0

11

1

11 1 ... .
pk

k k k k

x xjy
a a a

−

−=

    
 + + +    + + +     

∑
≤ ×

210
2

0 1 11

1 1 1 1... ...2 2

pk

p
pk k kk

z z z
z A z A z Aa a p a pe e

− − −
−

= = =

  
× + + + + ≤     

∑ ∑ ∑
0 0 01 1 1

1
2

1 1 1

1 1 11 ...
k k k

p
p

k k kk k k

y x x
a a a

( )−+ + +

−≤ + + + +
2

0 1 1
1 1...

22
0 1 11 ... .

p
prA r A r A

pp
pe rA r A r A

Отсюда находим

( )−+ + +
−

−Π ≤ + + + +
2

0 1 1
0

0

1 12 ...1 22
0 1 1( ) 2 1 ... .

p
prA r A r A

k pp
k pz e rA r A r A

Объединяя полученные оценки, получим неравенство (7).

2) Пусть = 0,p  
∞

=

 
= −  ∏

1
( ) 1 ,

k k

zF z
a  

∞

=

= < +∞∑0
1

1 .
k k

B
a

 Представим ( )F z  в виде 
= Π

0 0
( ) ( ) ( ),k kF z z F z  где

− ∞

= =

   
Π = − = −      ∏ ∏

0

0 0
0

1

1
( ) 1 , ( ) 1 .

k

k k
k k kk k

z zz F z
a a
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Имеем
   
− = − −        

−  

ln 1 ln 1 ,
1k k

k
k

z x yj
a a xa

a

∞ ∞

= =

   
− − ∞      

=

 
 ∑ ∑
 = = −

  
−    

∑0 0

0
0

ln 1 ln 1 1( ) 1 .
1

k kk k k k

z x
a a

k
k k

k
k

F z e e jy
xa
a

∞ ∞

= =

 
− ≤ ≤  ∑ ∑

0 0

0
1ln 1 2 2 .

k k k kk k

x x B r
a a

∞ ∞

= =

− ≤ + ≤ +
 
− −  

∑ ∑
0 0

0
1 11 1 1 2 .

1 1k k k k
k k

k k

jy y B r
x xa a
a a

Отсюда ( )≤ +0

0

2
0( ) 1 2 .B r

kF z e B r  Для Π
0
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Объединяя полученные оценки, получим неравенство (8).
3) Каноническое произведение (6) сходится равномерно в p-круге <  .z r  В силу произ-

вольности r  это означает, что ( )F z  является p-целой функцией. Теорема доказана.
Оценка порядка канонического произведения
Формулы (7), (8) не дают оценки порядка канонического произведения, так как включают 

в себя числа −0 0 1, ,..., ,pk A A  которые сами зависят от .r  Налагая дополнительные ограничения 
на расположение корней, можно получить такую оценку.

Теорема 3. Пусть существуют числа >, 0m M  такие, что для любых k  справедлива оценка
α α≤ ≤| | .kmk a Mk

Тогда каноническое произведение (6) − p-целая функция порядка ρ ≤ +1.p

Доказательство. В условиях теоремы  =  α 

1p
 
(целая часть числа 

α
1 ). Оценим 0.k

α≤ <
1  ,
2k mk

z r
a

отсюда находим, что 
α 

  
>

1
2 .r
m

k
 
Пусть 

α
 
   +   

=

 
0

1
2 1r
m

k , тогда
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α +
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где = −0,..., 1.i p  Если 
α
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α
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α α α
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k
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Подставляя эти оценки в (7), получаем, что ( )F z  является p-целой функцией порядка 

ρ ≤ +1.p  При = 0p
α

α

 
  

         −  = ≤

1
1

0

2
2

12 2 .
m r

k m
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e

Из (8) получаем

( )
α

 
  +   
 ≤ +

1

03

0

2

( ) 1 2 ,
B r

m
F z B r e

откуда и вытекает, что ( )F z  является p-целой функцией порядка 1.ρ ≤  Теорема доказана.

Заключение. В статье получена оценка роста канонического произведения в p-круге. 

При дополнительных условиях на последовательность корней дана оценка порядка канони-

ческого произведения.
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