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В статье рассматривается специальная функция, обобщающая классические функции Миттаг-Леффлера 
и интегральный оператор, содержащий такую функцию в ядре. Доказываются формулы композиций 
модифицированных дробных интегралов и производных на полуоси с обобщенной функцией Миттаг-
Леффлера. Исследуются свойства интегрального оператора с обобщенной функцией Миттаг-Леффлера 
в ядре. В частности, доказывается ограниченность оператора в пространстве интегрируемых функций, 
формулы композиций с модифицированными дробными интегралами и производными.
Ключевые слова: обобщенная функция Миттаг-Леффлера, дробные интегралы и производные, 
интегральный оператор с обобщенной функцией Миттаг-Леффлера в ядре.

The article considers a special function that generalizes classical functions of Mittag-Leffler and integral operator 
having such function in its nucleus. It proves the formulas of compositions of modified fraction integrals 
and derivatives on half-axles with generalized function of Mittag-Leffler. It studies the properties of integral 
operator with generalized function of Mittag-Leffler in nucleus. In particular, limitation of the operator in the space 
of integrated functions, formulas of compositions with modified fraction integrals and derivatives are proved.
Keywords: generalized function of Mittag-Leffler, fraction integrals and derivatives, integral operator with 
generalized function of Mittag-Leffler in nucleus.
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были введены Г. М. Миттаг-Леффлером (G. M. Mittag-Leffler) в [1] и [2] соответственно и из-
вестны как классические функции Миттаг-Леффлера. Основные факты из теории этих функ-
ций приведены в справочнике [3, §18.1] и монографиях М. М. Джрбашяна (M. M. Dzherbashy-
an) [4, гл. 3], [5, гл. 1]. 
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где ( )k
γ  – символ Похгаммера 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = + + ⋅ ⋅ + − ∈ 0 1, 1 2 1
k

k kγ γ γ γ γ γ .

В частности, при = 1γ  функция ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

∞

=

= ∈ > >
Γ +∑ ,

0
, , , 0, 0 ,

!

k
k

k

z
E z Re Re

k k
γ
ρ µ

γ
ρ µ γ ρ µ

ρ µ
 совпадает с функцией (2):
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а при = = 1γ µ  с функцией (1):
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Так как функция ( ) ( )
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ρ µ
 обобщает классические функции Миттаг-Леффлера, то она назы-

вается обобщенной функцией Миттаг-Леффлера. В [6–10] были исследованы некоторые 
свойства интегрального оператора 
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где ∈ > >, , , 0, 0Re p Reρ µ γ µ , содержащего функцию (3) в ядре.
В [11] рассмотрена специальная функция
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где ( ) ( ) ( ){ }∈ >, , , , min , , 0,Re p Re Reρ µ γ δ µ δ  которая является  обобщением функций (1)–(3). 
В частности, при = 1δ  функция (4) совпадает с функцией (3):
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а при = = 1δ γ  и при = = = 1δ γ µ  с функциями (2) и (1) соответственно:
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В [11] установлены некоторые свойства функции (4). В частности, дано представление для 

( ),
,E zγ δ

ρ µ  в терминах интеграла Меллина – Барнса, доказаны формулы обычного дифферен-
цирования, получены формулы преобразований Меллина и Лапласа функции (4). 

Данная работа посвящена дальнейшему изучению свойств функции ( ),
,E zγ δ

ρ µ  и изучению 
свойств интегрального оператора
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содержащего функцию (4) в ядре. Сначала мы устанавливаем формулы композиций модифи-
цированных дробных интегралов и производных [12]
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с функцией ( ),
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ρ µ .
В [12], [13] установлены свойства операторов дробного интегрирования α

−J  и дифференци-
рования α

−D  в пространстве интегрируемых функций. В частности, доказано, что модифициро-
ванное дробное интегрирование и дифференцирование от степенной функции дают степенную 
функцию, модифицированное дробное интегрирование обладает полугрупповым свойством.

Лемма 1. [12, лемма 6] Если > 0α  и < 2β , то при ( )∈ +∞ >; , 0x a a
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В частности, 

( ) ( ) [ ]( )− +
− = = = − −D 0 1, ,jt x j nα α α .

Лемма 2. [13, лемма 2] Модифицированное дробное интегрирование (6) обладает полу-

групповым свойством:
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имеющим место почти всюду для ( )∈ℑ ∞;f a .

Далее в работе доказывается ограниченность интегрального оператора −
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Также устанавливаются формулы композиций интегрального оператора (5) с операторами 

модифицированного дробного интегрирования и дифференцирования на полуоси ( )+∞; ,a  

определяемыми формулами (6), (7) соответственно.

Сначала исследуем дробное интегрирование (6) и дробное дифференцирование (7) функ-
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Доказательство. Используя (4) и (6) и осуществляя почленное интегрирование, что воз-

можно в силу равномерной сходимости ряда (4), получим
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К полученному выражению применим формулу (8), где = − − + 2kβ ρ µ .
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Формула (11) доказана.
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Докажем (12). Применяя (4), (7), (8) и осуществляя почленное дифференцирование, что 
возможно в силу равномерной сходимости ряда (4), а также учитывая формулу 
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что и доказывает формулу (12). Теорема доказана.
Непосредственно доказывается следующее утверждение. 
Теорема 2. Если > > ∈0, 0, , ,ρ µ γ δ λ , то оператор
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Следующая теорема обобщает формулу (8).
Теорема 3. Пусть ( )> > < ∈ ∈ +∞ >0, 0, 2, , , ; ; , 0x a aρ µ β γ δ λ .

Тогда имеет место равенство
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Доказательство. Используя (5) и (4), запишем левую часть (13) следующим образом
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Перестановка интегрирования и суммирования возможна в силу равномерной сходимости 
ряда. Согласно (6) и (8), получим
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что и доказывает равенство (13). Теорема доказана.
Теперь рассмотрим композицию модифицированного дробного интегрального оператора 

−Jα  с интегральным оператором −
,
, , ;Eγ δ

ρ µ λ , содержащим обобщенную функцию Миттаг-Леффле-
ра (4) в ядре. Имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Пусть > > > ∈0, 0, 0, , ,α ρ µ γ δ λ . Тогда имеют место равенства
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Доказательство. Согласно определениям оператора −
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ρ µ λ  (5) и модифицированного 
дробного интеграла −Jα  (6), учитывая теорему 2 и равенство (10), получим для ( )∈ℑ +∞;aψ
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Перестановка интегрирования и суммирования возможна в силу равномерной сходимости 
ряда. Аналогично доказывается второе равенство в (14). Теорема доказана.

Равенства (14) отражают свойство коммутативности модифицированного дробного инте-
грала −Jα  и интегрального оператора −

,
, , ;Eγ δ

ρ µ λ .
Следующая теорема содержит формулу композиции модифицированного дробного диф-

ференциального оператора (7) и интегрального оператора (5).
Теорема 5. Пусть > > > ∈0, 0, 0, , ,α ρ µ γ δ λ . Тогда равенство 

− − − −=, ,
, , ; , , ;D E Eα γ δ γ δ

ρ µ λ ρ µ α λψ ψ

верно для функций ( )∈ℑ +∞;aψ .
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