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Высветлена структура f-манагенных кватэрніённых функцый чатырох рэчаісных зменных, атрымана 
інтэгральнае выяўленне для гэтых кватэрніённых функцый і рэшана краявая задача.
Ключавыя словы: манагеннасць у сэнсе У. С. Фёдарава, кватэрніённыя функцыі, краявая задача, 
інтэгральнае выяўленне.
The article reveals the structure of f-monogenic quaternionic functions of four real variables, obtains the integral 
revelation for these quaternionic functions and solves the area problem.
Keywords: monogeneity in the sense of U. fyodorov, quaternionic functions, area problem, integral revelation.

Уводзіны. У. А. Гусеў у працы [1] вывучаў кватэрніённыя манагенныя ў сэнсе У. С. Фёдарава 
(F-манагенныя) функцыі [2] на плоскасці. У працах [3–5] даследаваліся F-манагенныя 
кватэрніённыя функцыі трох і чатырох рэчаісных зменных адпаведна. У дадзенным артыкуле 
даследуюцца F-манагенныя кватэрніённыя функцыі чатырох рэчаісных зменных, адрозныя ад 
раней разгледжаных.

Асноўная частка. Нам спатрэбяцца наступныя азначэнні.
Азначэнне 1. Кватэрніённай функцыяй, зададзеннай у абсягу ⊂ 4,D R  называецца функцыя 

выгляду 
     = + + +0 1 2 3( , , , ) ,f x y z t f if jf kf      (1)

дзе рэчаісныя функцыі = ( , , , )n nf f x y z t  (n  – індэкс, = 0,1,2,3n ), зададзеныя ў абсягу D .  

Тут 1, , ,i j k  – базіс алгебры кватэрніёнаў.

Далей мяркуем, што ∈ 2( ),f C D  гэта значыць ∈ 2( ).nf C D

Азначэнне 2. Кватэрніённая функцыя f  называецца F-манагеннай па функцыі 

= + ε + +( )p x y z t  ( ε = λ + λ + λ1 2 3,i j k  λ =( 1,2,3)n n  – рэчаісныя лікі, 
=

λ =∑
3

2

1

1
3n

n

) у абсягу  

⊂ 4D R  [1–2], калі існуе такая функцыя φ = φ( , , , ),x y z t  што ў кожным пункце абсягу D  для   

частковых вытворных выконваюцца ўмовы 

    = φ,x xf p  = φ,y yf p  = φ,z zf p  = φ,t tf p      (2)
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і г. д.

Функцыя = + ε + +( )p x y z t  пры ўмове 
=

λ =∑
3

2

1

1
3n

n

 задавальняе ўмовам Фёдарава [6]:

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2 2

2 2 2 2 0,p p p p
x y z t

  ∂ ∂ ∂ ∂     + + + =            ∂ ∂ ∂ ∂

22 2 2

0.p p p p
x y z t

              (3)

Для кватэрніённых функцый, F-манагенных па функцыі = + ε + +( )p x y z t  можна пабудаваць 
інтэгральнае выяўленне [6].

Высветлім папярэдне структуру кватэрніённых функцый, F-манагенных па функцыі p  
у абсягу ⊂ 4.D R

Відавочна, што ўмовы F-манагеннасці (2) функцыі = + + +0 1 2 3( , , , )f x y z t f if jf kf  па функцыі  

= + ε + +( )p x y z t  раўназначныя наступным умовам:

  = ,y x x yp f p f  = ,z x x zp f p f  = ,t x x tp f p f  = ,z y y zp f p f  = ,y t t yp f p f  = .z t t zp f p f

Для даследавання кватэрніённай функцыі = + + +0 1 2 3( , , , ) ,f x y z t f if jf kf  F-манагеннай па 
функцыі ,p  мяркуем [1]:

=0 0,f F  = λ + µ + ν1 1 2 3
1 1 1 ,f F F F

= λ + µ + ν2 1 2 3
2 2 2 ,f F F F  = λ + µ + ν3 1 2 3

3 3 3 ,f F F F

дзе λk , µ ,k  νk  – такія рэчаісныя лікі, што

= = =

λ = µ = ν =∑ ∑ ∑
3 3 3

2 2 2

1 1 1

1,
3k k k

k k k

 
= = =

λ µ = λ ν = µ ν =∑ ∑ ∑
3 3 3

1 1 1
0.k k k k k k

k k k
Тады 

     = + ε + ε + ε0 1 2 3
1 2 3 ,f F F F F      (4)

дзе ε = ε1 ,  ε = µ + µ + µ2 1 2 3,i j k  ε = ν + ν + ν3 1 2 3,i j k  = 0,1,2,3n  – індэксы, прычым, відавочна, маем

ε = −2 1,
3n  = 1,2,3,n  ε ε = ε1 2 3,  ε ε = ε2 3 1,

ε ε = ε3 1 2,  ε ε = −ε2 1 3, ε ε = −ε1 3 2, ε ε = −ε3 2 1.

Калі падставіць функцыю f  з роўнасці (4) ва ўмову манагеннасці =y x x yp f p f  і ўлічыць, што  

= ε = ε1,yp  = 1,xp  то атрымаем, што функцыі mF  ( = 0,1,2,3m ) задавальняюць наступнай сістэме  

раўнанняў:
− =1 01 ,

3 x yF F  =0 1,x yF F  =2 3,x yF F  = −2 3.y xF F

Адсюль вынікае, што функцыі 2,F  3F  – гарманічныя функцыі па зменных ,x y , а функцыі 0F  

і F1 задавальняюць сістэме дыферэнцыяльных раўнанняў
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З умовы манагеннасці = ,z x x zp f p f  калі разважаць аналагічным чынам, атрымліваем, што 

2,F  3F  – гарманічныя функцыі па зменных , ,x z  а функцыі 0F  і 1F  задавальняюць сістэме 
дыферэнцыяльных раўнанняў

∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂

2 1 2 0

2
1 ,
3

F F
x z x

 ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

2 0 2 1

2 ,F F
x z z

з якой вынікае
∂ ∂

− =
∂ ∂

2 1 2 1

2 2
1 .
3

F F
x z

Аналагічным чынам з умовы манагеннасці =t x x tp f p f  атрымліваем, што 2,F  3F  – гарманічныя 

функцыі па зменных , ,x t  а функцыі 0F  і 1F  задавальняюць дыферэнцыяльнаму раўнанню 

∂ ∂
− =

∂ ∂

2 1 2 1

2 2
1 .
3

F F
x t       

З умовы манагеннасці =z y y zp f p f  атрымліваем, што = ,z yf f  адкуль 

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

2 2

2 ,f f
z y z

 ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

2 2

2 ,f f
z y y

гэта значыць 

      ∂ ∂
=

∂ ∂

2 2

2 2 .f f
z y                   

(5)

Паколькі = + ε + ε + ε0 1 2 3
1 2 3 ,f F F F F  то ўсе функцыі mF  ( = 0,1,2,3m ) па зменных ,y z   

задавальняюць хвалеваму раўнанню (5).
Аналагічным чынам можна даказаць, што функцыі mF  ( = 0,1,2,3m ) па зменных ,y t  і ,z t  

задавальняюць хвалевым раўнанням

∂ ∂
=

∂ ∂

2 2

2 2
f f

t y
 і ∂ ∂

=
∂ ∂

2 2

2 2 .f f
t z

Як вядома з працы [6], пры выкананні ўмоў Фёдарава (3) для любой функцыі ,f  F-манагеннай 

па функцыі = + ε + +( )p x y z t  у абсягу ,D  і для любой замкнутай паверхні ∂G  – граніцы абсягу 

⊂G D  мае месца наступнае інтэгральнае выяўленне:

 
  

=∂

= α φ + φ − α φ∑∫ 1
1 1
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дзе  = 4;n  ∈( , , , ) ,M x y z t G  = 1,x x  = 2,y x  = 3,z x  = 4;t x  пад знакам паверхневага 
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інтэграла = τ( ),f f  τ = τ τ τ τ ∈∂1 2 3 4( , , , ) ;G  α α α α1 2 3 4, , ,  – кіроўныя косінусы вонкавай нармалі да 

∂ ;G    ∂ τ
=

∂τ
( ) ;j

j

pp
   

τ −
φ = 4

j jj x
r

   ( = 1,2,3,4j );
 

= τ − + τ − + τ − + τ −2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) .r x x x x

Пры гэтым мяркуецца, што паверхня ∂G  задавальняе ўмовам, пры якіх мае месца формула 
Астраградскага.

Атрымалі наступную тэарэму.
Тэарэма. Для любой кватэрніённай функцыі выгляду (1), F-манагеннай па функцыі 

= + ε + +( )p x y z t  у абсягу ⊂ 4D R  ( ε = λ + λ + λ1 2 3,i j k  λ =( 1,2,3)n n  – рэчаісныя лікі, 

 
=

λ =∑
3

2

1

1
3n

n

), мае месца інтэгральнае выяўленне (6).

Заўвага. Тэарэма (формула (6)) дае магчымасць рашыць наступную краявую задачу.

Задача. Знайсці значэнне кватэрніённай функцыі = + + +0 1 2 3( , , , )f x y z t f if jf kf  унутры  

замкнутай паверхні ∂G  (∂G  – граніца абсягу ⊂G D ) па яе значэннях на паверхні ∂ ,G  калі  

функцыя f  з’яўляецца F-манагеннай па функцыі = + ε + +( ),p x y z t  ε = λ + λ + λ1 2 3,i j k  
=

λ =∑
3

2

1

1,
3n

n

 

а паверхня ∂G  задавальняе ўмовам, пры якіх магчыма скарыстаць формулу Астраградскага.

Заключэнне. Паколькі 
=

λ =∑
3

2

1

1,
3n

n

 то функцыя = + ε + +( )p x y z t  задавальняе ўмовам 

Фёдарава (3), а тады на падставе тэарэмы мае месца інтэгральнае выяўленне (6), якое і рашае 
сфармуляваную задачу.
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