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В статье рассмотрена квантово-механическая задача о гармоническом осцилляторе на окружности как 
одномерном пространстве постоянной положительной кривизны. Дано обобщение на модели сингулярного 
и Данкля осцилляторов. Показана в явном виде динамическая симметрия проблемы, которая реализуется 
в виде квадратичной алгебры Хана QH(3) или изоморфной ей алгебры Хиггса.
Ключевые слова: сингулярный осциллятор, осциллятор Данкля, пространство постоянной положительной 
кривизны, окружность, алгебра Хана, алгебра Хиггса.
The article considers a quantum-mechanic problem about harmonic oscillator on a circle as one-dimensional 
space of constant positive curvature. It gives the generalization on the model of singular and dankl’s oscillators.  
It shows the dynamic symmetry of the problem in its clear view which is realized as quadratic algebra of khan QH(3) 
or algebra of Higgs isomorphic to it.
Keywords: singular oscillator, oscillator of dankl, space of constant positive curvature, circle, algebra of khan, 
algebra of Higgs.

Введение. В последнее время эффективным инструментом получения ряда многомерных 
точно-решаемых задач стал метод, основанный на их представлении в виде результата 
N-кратного сложения конкретной реализации алгебры SU(1,1) [1]. В частности, таким образом 
оказалось, что для описания определенных аналитических или суперинтегрированных моде-
лей в пространстве положительной постоянной кривизны (сферы) SN-1 достаточно рассмо-
треть сложение N исходных одномерных гамильтонианов всеобъемлющего пространства, 
имеющих симметрию алгебры SU(1,1). Однако известная автору библиография показывает, 
что самый простейший одномерный случай в явном виде и в данном аспекте рассмотрен не 
был. Поэтому в данной работе исследуются различные аспекты динамической симметрии 
гармонического осциллятора (ГО) на окружности как одномерном пространстве постоянной 
положительной кривизны при различных обобщениях – на модель сингулярного осциллятора 
(СО) и на модель осциллятора Данкля (ДО). Для полноты библиографического описания теку-
щей ситуации анализируемой проблемы отметим только работы [2] и [3], где на S1 для ГО за-
дача в явном виде решена аналитическим способом и с помощью метода факторизации соот-
ветственно. С другой стороны, представленную работу можно также считать дальнейшим, но 
нерелятивистским продолжением работы [4] с обобщением на другую топологию простран-
ства и учета отражательных симметрий.
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Oсновная часть. 
1. Модели ГО и СО. Как известно, в нерелятивистской квантовой механике при добавлении 

к гамильтониану свободного движения =
2

0 2
pH  параболической потенциальной ямы ω

=
2 2

1( )
2
xV x  

получают гамильтониан линейного ГО 1H : 

        (1)

Как видно из правой части выражения (1), его можно представить через операторы алге-
бры Гейзенберга – Вейля W(1) с ее историческими операторами пары рождения-уничтожения    

  

 и числа частиц −= +n a a . Они имеют следующие коммутационные 

соотношения между собой и гамильтонианом Н1:

  ;      и                 (2)

Для модели СО в операторах рождения-уничтожения добавляется кулоноподобный член 
ξ
g , 

и в результате этого гамильтониан модели 2H  получает дополнительный и сингулярный
член с обратной квадратичной зависимостью:

    ω
= + + = +

2 2 2 2

2 0 12 2 .
2 2 2
x g gH H H

x x
     (3)

Однако данные операторы, которые факторизуют гамильтониан, не образуют замкнутую 
алгебру. Чтобы ее получить в виде алгебры SU(1,1)

     [ ] ;0 ± ±b ; b = ±b   [ ] ,- + 0b ; b = 2b       (4)

вводят следующие операторы:

                             (5)

Так как ранее коммутационные соотношения давались в так называемом аксиальном 
базисе, состоящем из операторов ( 0 ±b ; b ), то напомним про его линейную связь с декартовым 

базисом операторов 1 2( ; ; )0b b b : ± = ±1 2b b ib . Далее будем работать именно с этим конкретным 
видом реализации алгебры SU(1,1), который приведен в формуле (5).

2. Модель ДО и СДО. Одним из обобщений модели ГО является модель ДО, которую 
определяют следующим образом:

                            (6)

где оператор D  – производная Данкля 
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Уточним выражение квадрата производной Данкля:

       

Если не обращать внимания на член с первой производной, который можно убрать кали-
бровочным преобразованием −=

1
3 3( )  ( )H G x H G x , где 

ν
=( )G x x , то формально гамильтониан  

ДО 3  H отвечает гамильтониану СО 2H  с оператором отражения R  в сингулярном члене.

C другой стороны, эту модель считают так же, как R-обобщение алгебры Гейзенберга – 
Вейля W(1), в которой вводится дополнительный оператор R для описания отражательной 
симметрии [5]. В данном случае имеются следующие коммутационные соотношения между 
операторами данной алгебры: 

     + = + ν-[ ;  ] 1 2 ;A A R      ± ± ±≡ = ±
ω

3
0[ ;  ] [ ;  ] ;H A A A A      { }± =;  0;R A     =2 1.R                          (7)

Еще одной возможностью в некоторой степени усложнить модель ДО является рассмотре-
ние так называемого сингулярного осциллятора Данкля (СДО):

    α + β α + β = + ≡ − − + ω +  
2 2 2
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Данный гамильтониан 4  H уже явно похож на гамильтониан СО 2H . В нем помимо 
использования производной Данкля вместо обычной добавлен также сингулярный член 
с оператором отражения R . На операторном уровне имеем алгебру SU(1,1) (4) 

со следующими операторами:

      α + β ≡ − + ω +  ω ω
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3. Оператор Казимира и сложение алгебр SU(1,1). Согласно определению оператора 
Казимира, он должен коммутировать со всеми операторами своей алгебры. Для алгебры 

Гейзенберга – Вейля W(1)  он дается формулой + − + −= − ≡ − +0
1
2

Q a a n a a a  и имеет нулевое 

значение. Для ее R-обобщения оператор Казимира дается почти аналогичной форму-

лой + −
 = − +  0

1 .
2
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Если рассматривать алгебру SU(1,1), то оператор Казимира в данном случае будет опре-
деляться следующим образом:
                    (7)

В нашей реализации (5) он имеет такое числовое значение: 

                      (8)

Часто рассматривают алгебру C , являющуюся прямой суммой двух других алгебр A  и B , 
то есть = ⊕C A B . Другими сло- вами, операторы результирующей алгебры  { }∈; 0,1,2iC i
будут представляться простой суммой соответствующих операторов исходных алгебр 
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три алгебры A ; B  и = ⊕C A B  будут однотипны. Тогда согласно определению (7) оператор  

Казимира для результирующей алгебры C  можно выразить так:

   = ⊕ ≡ − − = + + − −2 2 2
0 1 2 0 0 1 1 2 22( )C A B A BQ C C C Q Q A B A B A B      или

                 (9)

где AQ ; BQ  – операторы Казимира алгебр A  и B  соответственно и принят во внимание 

конкретный вид реализации (5) (также учтено, что координаты с индексом 1(2) отвечают алге-
бре A(B)).

Чтобы быстрее прийти к конечному результату, напомним выражение квадрата момента 
импульса:
  

то есть получим

                          (10)

4. Алгебры скрытой и динамической симметрии. В предыдущем пункте была 
введена результирующая алгебра C , являющаяся прямой суммой двух других исход ных
 алгебр A  и B , то есть = ⊕C A B . Ее оператор, который выберем для определенности как

= +0 0 0C A B , по построению будет коммутировать как с разностью соответствующих операто-

ров исходных алгебр, или с = −1 0 0K A B , так и с оператором Казимира результирующей алге-

бры, или с = ⊕=2 C A BK Q . На основе результатов работы [6] данные операторы 1K , 2K  обра-
зуют алгебру дополнительной или так называемой скрытой симметрии для оператора

= +0 0 0C A B  в виде алгебры Хана:

  [ ]  = − − = − + + ε − 
2 2
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где  – обственное значение оператора = +0 0 0C A B .
Теперь в двумерном пространстве для описания нашей модели определим гамильто-

ниан 2
CH , который будет представлять сумму двух исходных одномерных гамильтонианов 

СО = +2 2 2 ,C A BH H H  каждый их которых есть определенная реализация оператора ≡
ω

2
0

i
i Hb   

своей алгебры SU(1,1) согласно (5). Как указано ранее, такой гамильтониан имеет два инте-
грала движения, удовлетворяющие коммутационным соотношениям алгебры Хана.

Теперь посмотрим на полученные результаты с другой точки зрения. Согласно формуле 
(10) один из рассмотренных интегралов движения, а именно оператор Казимира результирую-

щей алгебры, выраженный через квадрат момента импульса, = ⊕= = − + +1 2

2 2
2

2 12 2 2
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1
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можно трактовать как определенный гамильтониан на окружности в определенном потенци-
альном поле: = + ϕ2
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момента импульса, то есть ϕ = +1 2

2 2

2 2
1 2

( ) .
g g

V
x x

 В такой интерпретации полученная ранее алгебра

Хана как  алгебра скрытой симметрии результирующего гамильтониана 2
CH  становится дина-

мичской алгеброй симметрии нашей проблемы или нового гамильтониана 5.H  Остается 

конкретизировать явный вид нашего потенциального поля на окружности. С этой целью 
перейдем к полярным координатам = ϕ = ϕ1 2cos ; sinx R x R  и получим потенциал 
Пёшля – Теллера:

     
ϕ = +

ϕ ϕ
1 2

2 2

2 2 2 2( ) .
cos sin
g g

V
R R

Он был рассмотрен в [3] как потенциал СО в декартовых координатах всеобъемлющего 
двумерного пространства.

Так как для модели СДО рассмотрение можно выполнить аналогично вышеприведенному, 
то выберем немного другой подход к получению её алгебры динамической симметрии. Он 
основывается на операторном описании в аксиальном базисе. С этой целью в простейшем 
варианте определим следующие операторы: 

     = −0 0 0L A B     и     ± ±=


2 2,L A B

где нами введены в рассмотрение две независимые от друга алгебры R-обобщения Гейзен-
берга – Вейля W(1) A  и B .  

Нетрудно получить коммутатор и следующие формулы:

     [ ]± ±= ±0; 4L L L              (13a)

  
+ − = − +0

1 ;
2 A AA A A Q R

  
+ −

   = − + − −      
2 2

0 0
1 3 ;
2 2A A A AA A A Q R A Q R

  − + = + −0
1 ;
2 A AA A A Q R   − +

   = + − + +      
2 2

0 0
1 3
2 2A A A AA A A Q R A Q R

Найдем оставшийся коммутатор [ ]− +;L L :

  [ ]− + − + + − + − − += − = + + − ε + ε −2 2 2 2 2 2 2 2 3 2
0 0; 2 ( ) 2 ( ),A B A BL L A A B B A A B B L L X X X X           (13б)

где введены обозначения: = − − 23 ;
4A A A AX Q R Q     = − − 23 .

4B B B BX Q R Q

Таким образом, согласно [6] коммутационные соотношения (13a, 13б) определят нам как 
алгебру Хиггса, которая изоморфна алгебре Хана, так и соответственно оператор 

( )= ⊕ + − = = − + + − + − ε 
2 2

2 0
1 2 2( ) .
8C A B A BK Q L L L X X  Напомним, что последний определяет 

искомый гамильтониан с отражательными симметриями на окружности в анализируемом 
случае.

Заключение. В данной работе рассмотрена квантово-механическая задача о гармониче-
ском осцилляторе на окружности как одномерном пространстве постоянной положительной 
кривизны. Дано обобщение на модели сингулярного и Данкля осцилляторов. Показана в яв-
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ном виде динамическая симметрия проблемы, которая реализуется в виде квадратичной ал-
гебры Хана QH(3) или изоморфной ей алгебры Хиггса.
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