
На основе оценки (18), положив в ней Х—Н0, величину е можно 
выразить через входные данные замкнутой системы (1), (2). 

Матрица обратной связи С имеет вид 

С ( 0 = [ /г 7 ' (0а + Р ( 0 ] Я - 1 ( « Ф - 1 ( 0 . (21) 
где матрица Н определяется выражением (20), 

О) j со 
а = (f S - 1 (г, X) М (т) dx) [S"1 (<о, X) — Е — j S"1 (т, I) R (т) р (т) dxj . 

о о 

Т е о р е м а 2. Пусть выполняются условия (19). 
Тогда всегда можно сделать асимптотическую устойчивость системы 

(1) выбором управления (2); мультипликаторы замкнутой системы рав-
ны ехр(—Ли). 

Справедливость этой теоремы очевидна, поскольку множество мат-
риц обратной связи задается формулой (21), где матричная функция 
fi(t) ф 0 достаточно мала по норме. 

З а м е ч а н и е . Матрицу С можно искать в виде 

С = [ ^ ( 0 а + Р(0]Ф" 1 (0- (22) 
Несложный анализ представлений (21), (22) показывает, что пред-

ставление (22) позволяет выявить более широкие классы стабилизируе-
мых систем. Однако при этом усложняются соответствующие алгорит-
мы построения матриц С, Н. 

Summary 

A suitable choice of the automatic system of direct control allows the effective condi-
t ions of stabil ization of controllable oscillations to be obtained. The constructive method 
of des igning the stabil izing control is worked out. 
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УДК 519.1 

А. А. ЧЕРНЯК 

ПСЕВДОДОМИНАНТНО-ПОРОГОВЫЕ ГРАФЫ. II 

Настоящая заметка — продолжение статьи [1], где была описана 
структура наследственных псевдодоминантно-пороговых графов (сокра-
щенно ПДП-графы) в виде композиции неразложимых компонент и в 
терминах минимальных запрещенных индуцированных подграфов. Здесь 
на основе результатов из [1] наследственные ПДП-графы классифици-
руются и перечисляются. 

Сохраняем опред 
Обозначим через Г ь 
но. Изоморфные три; 

Теорема!, (i) 

где G, = (X„ А„ B,)t 
(и) Если 

где L, = (У„ С„ D,)l 
либо разложение (2) 
триад) последовательi 
той нижней долей, ли 
Ln = Q2 и разложение 
тельными перестанем 

Д о к а з а т е л ь с 
теоремы 1 [1]. 

(it) Если т=п= 
из графов Н, Н', ск 
Я е { Т ь Г2}. Но сущес 
уровне (2, 1): 

Т, 
• 

что противоречит вид 
Пусть т>0, п>0. 

с меньшим, чем у G 
средственная npoBepi 
операции 0 и сопост 
следует, что G\ — L\. 

Предположим, чте 
таем, что G\ = Q2, L 
Gu ..., Gr6{Q,, Q2). E 
цение следует из ин 
вершина и, где ибV 
возможно только при 
пени вершин превосхс 

С л е д с т в и е 1. 
элементарных onepai 
жеству 2 . "Щ 

Пусть 
я 

—последовательность 
ние, если имеет место 

1) di — m—l, 

4) dx = d2 = m — 2, 

В результате сокращ 
(d2— 1, .., dm— 1), в 
d3—2, ..., dm-2), в си 
ется пустая последов 
вательность ( ). Ска, 
щений получается пус 

С л е д с т в и е 2. 
является последовате 
если и только если с 
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Сохраняем определения и терминологию, использованные в |1 ] . 
Обозначим через Ти Т2 4-вершинную и 5-вершинную цепи соответствен-
но. Изоморфные триады (графы) связываем знаком равенства. 

Т е о р е м а 1. (i) GQ9', если и только если существует разложение 

G = Gl0 ... oGmo#, m > 0 , (1) 

где G; = (Xh Аь № . Qlt 0 l t Я4}, H£M[){Tlt Г 2 }. 
(ii) Если 

G = L l 0 . . . o L n o H ' , n > 0 , ( 2 ) 

гдё I t = (K„ C„ D ; ) £ { Q 2 , Qj, Ox, P4}, г = ТГп, ^ E J U ^ i , T*}, mo 
либо разложение (2) получается из (1) (с точностью до изоморфизма 
триад) последовательными перестановками рядом стоящих триад с пус-
той нижней долей, либо т=п + 1, \VH\ = \VH'\ = 1 , Gm = Ох, Gm_x = Qx, 
Ln = Q2 и разложение L 1 o . . .oL m _ 2 получается из Gio...oGm_2 последова-
тельными перестановками рядом стоящих триад с пустой нижней долей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение (i) автоматически следует из 
теоремы 1 [1]. 

(ii) Если т = п=О, то все доказано. Если т-п — 0, m + n > 0 , то один 
из графов Н, Н', скажем Н (т=0), ра зложим на уровне (2.1), т. е. 

Г2}. Но существуют единственные разложения графов Т\, Т2 на 
уровне (2, 1): 

Л = R3°H", Т2 = |УЯ"| = 1, 

что противоречит виду (2). 
Пуста. т > 0 , « > 0 . Предположим, что утверждение верно для графов 

с меньшим, чем у G , числом вершин, и | 1 / G | ^ 4 (при непо-
средственная проверка) . Если {G b L{}[]{P4, Ох}ф0, то из определения 
операции 0 и сопоставления степеней вершин в разложениях (1)—-(2) 
следует, что Gi = L b Д а л ь ш е индукция. 

Предположим, что { G b L j } ^ { Q b Q 2 } . Без ограничения общности счи-
таем, что G| = Q2, Li = Q 1. Обозначим через i наибольшее такое г, что 
G b . . . , G R ( J { Q b Q 2 } . ЕСЛИ среди триад G b , . . , G , найдется Q b то утверж-
дение следует из индуктивного предположения. Иначе, доминирующая 
вершина v, где v£VLit принадлежит подграфу Gi+\0..-0H. Последнее 
возможно только при i—m, | VH| ={и} , т ^ 2 . Но тогда п~^2 и в G сте-
пени вершин превосходят 2, откуда L2 = Q2. Д а л ь ш е индукция. 

С л е д с т в и е 1. Существует алгоритм, который за О (| VG | + | EG |) 
элементарных операций устанавливает принадлежность графа G мно-
жеству 9?. 

Пусть 
л = [di, ..., dm), ... 

—последовательность целых чисел. Скажем , что л допускает сокраще-
ние, если имеет место одна из следующих ситуаций: 

1) dx = m — 1, 1; 2) dm = 0; 3) dx = d2 = m — 2, dm > 2; 

4) di = d2 = m — 2, dm = dm_1 = 1, m ^ 4; 5) dY = dm = m — 3, m ^ 3. 

В результате сокращения получается в ситуации 1) последовательность 
(с/2— 1, ..., —1) , в ситуации 2) — (dx, ..., dm-\), в ситуации 3) — 
d3—2, ..., dm—2), в ситуации 4) — (d3—2, ..., dm-2—2) (при m = 4 получа-
ется пустая последовательность ( ) ) , в ситуации 5) — п у с т а я последо-
вательность ( ). Скажем , что я исчерпывается, если в результате сокра-
щений получается пустая последовательность или( 2, 2, 2, 1, 1). 

С л е д с т в и е 2. Невозрастающая последовательность целых чисел 
является последовательностью степеней вершин некоторого графа из 9?, 
если и только если существует исчерпывающая ее цепочка сокращений. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 3 [ 1 ] следует, что если граф Н из 
Ж содержит вершины степени \ VH |—2, то существует граф F с той ж е 
последовательностью степеней вершин, который представим в виде 
F=Q2oF'. Д а л ь ш е теорема 1. 

С л е д с т в и е 3. Если ип— число п-вершинных графов из &, tn— 
число п-вершинных графов из Ж, то 

и(х) = 
t{x) + x^ + x5 — х3 

— + — х2 — 2х+ 1 
(3) 

где 

п—\ п— 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 1 сразу следует, что д л я п^4 

ип = tn -f- 2un_i -)- ип_2 чп_3 -f- Un_4, 

ы, 
где 

— 1, u2 — 2, м3 

«о = 0, t'n = 

4, — 1, t2 — t3 — О, 
(4) 

tn, если пф4,Ъ\ 
tn-\- 1, если п = 4,5. 

Но соотношение (3) равносильно (4). Следствие доказано . 
Обозначим: pi(n)—число разбиений числа п с частями, превосхо-

дящими i— 1, р(п)=рх(п). 
Л е м м а ! [21. Для п ^ 11 рй(п)=> р (п) — р (п — 1 ) < 2п~7. 
Л е м м а 2. Для п^4 

р3 (п) =- р(п) — р(п—Ц — р(п — 2) + р{п — 3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Число разбиений п, среди частей которых име-
ется 1, равно р(п—1). Число разбиений п, среди частей которых нет 1, 
но имеется 2, равно р2{п—2). Из сказанного имеем: 

р (п) =- р., (л) 4- р (п — 1) + р«_ (п — 2) = р3 (п) + р (п — 1) + 

+ р{п — 2) — р(п — 3). 

Л е м м а 3. Для п^Ъ 
п 

2 Ps(C)-Ps(n— 0 . ( 5 ) 
(•=0 

где tn — число п-вершинных графов из Ж, р3 (0) = 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Жп множество п-вершинных гра-

фов G таких, что & 3 {п) — м н о ж е с т в о разбиений числа п с частя-
ми, превосходящими 2 (полагаем <?3(0) = ( 0 ) ) . В силу леммы 3 [1], 
в £ Ж п . ( п ^ s 5 ) , если и только если G есть объединение простых циклов 
и цепей, причем порядки компонент связности в G превосходят 2. З а д а -
дим отображение 

п 
ф : ,Мп - > и (ёРь (0 X ^ з (П — 0) 

( = 0 

следующим образом: если 

G = С,П1 U ... U Cmr U TSl U ...U Tsi, 

где Сг, T i — г'-вершинные простые цикл и цепь соответственно, т , > ... 
... > т г > 0, S j ^ . - . ^ S ^ O (возможно также щ г = ... = m r = 0 или 5 ! = . . . 

... =,.s,=0), то полагаем 
X3"з( S 1+ ••• +S() (если 
<p(G) = ((0), (s b ..., s,)) 
видно, ф—биекция. 

Л е м м а 4. Для п \ 
Д о к а з а т е л ь с т в е 

таблицу), р3 (п) < Р (п) 
Тогда по лемме 3 

tn = 2р3(п) + 2р3(/ 

Подсчет числа р(п) 
[3], так что для вы* 
элементарных операций 
для малых п приведеь 

Рз (и) 0 0 1 

1 0 0 

С л е д с т в и е 4. 

Д о к а з а т е л ь с 
для 6 

уп-

Д л я н 
Из следствия 3, лем» 
уП-1 — уп~2<уп~2 -У 

= и „ — и„_1<(п+1)-

Крайние неравенств 

Таким образом, 
(7) Д Л Я Ип-1. 

Интересно сопо 
л-вершинных доми 
жет быть получена 
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ует, что если граф Н из 
ствует граф F с той ж е 
(й представим в виде 

ных графов из 9?, tn— 

Г Г ' ( 3 ) 

У. 

\ следует, что для 

~ип-4> 

Г л ( 4 ) 
И з = О, 

I } 
4,5. 

хоказано. 

я с частями, превосхо-

- 1 ) < 2 " - 7 . 

-р(п- 3). 

ди частей которых име-
I частей которых нет J, 
м: 

;n) + p ( n - i ) + 

(5) 

1. 

.ство я-вершинных гра-
шений числа я с частя-
I В силу леммы 3 [1], 
инекие простых циклов 
G превосходят 2. Зада -

0) 

... —--si 0), то полагаем Ф(С) = ( ( т ь . ., т т ) , ( s b ..., s , )K S M ^ i - f ... + m r ) x 
Х ^ з ( s x + . . . + s ; ) (если я н = ... = m r = 0 или S i = . . . = S j = 0, t o полагаем 
<p(G) = ((0), (s1; ..., s,)) или ср(С) = ( ( т ъ ..., mr), (0)) соответственно). Оче-
видно, ф—биекция. 

Л е м м а 4. Для я > 11 / п < ( л + 1 )2" - 8 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, ря при (см. 

таблицу), р 3 ( п ) < . р ( п ) — р { п — 1 Х 2 " - 7 при я ^ 1 1 (леммы 1—2). 
Тогда по лемме 3 

п—4 
t„ 2р3 (л) + 2р я (я - 3) + V Р я (г) /?3 (п - 0 < 2 • 2 * " 7 + 2 • 2"~7 + 

1=4 

-f- V 21'-4 • 2"-'—4 = (« + 1) 2 ' г _ 8 . 
i = 4 

Подсчет числа р (я) можно, например, выполнить по формулам Гупта 
[3], так что для вычисления ип по формулам (4)—(5) достаточно О (я3) 
элементарных операций, ибо l o g p ( n ) ~ c V n !4]. Значения t'n, ип, ря(п) 
для малых я приведены в следующем списке: 

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Р3 (л) 0 0 1 1 1 2 2 3 4 5 

t'n 1 0 0 2 3 5 6 9 14 19 

Un 1 2 4 11 28 70 167 396 931 2180 

С л е д с т в и е 4. Для 6 

(2 ,32)" - 1 < ы п < ( 2 , 3 7 ) л - 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим у—2,32, х=2,37. Д о к а ж е м , что 
для я ^ 6 

yn-l _ yit-2 . (6) 

(7) 

Д л я б ^ л ^ Ю непосредственная проверка. Д а л ь ш е индукция по п. 
Из следствия 3, леммы 4 и индуктивного предположения имеем: 

' УП-*)+УП~5 < t'A-Un_! + (M„_2— M n - 3 ) + " n - 4 = 
-уп-2<уп-2 + ^уп 3 

=«71 — " п - 1 < ( " + ! ) • 2 " - 8 + л : " - 2 + (л:"-3 —л;"-4) + — хп~2. (8) 

Крайние неравенства в (8) следуют из соотношений 

0<-y^ + 2ys + y2-y + 1, 

11 + 1 \ / 2 N " ~ 5 

23 [ х 
<хь — 2х3 — х2 + х— 1. 

Таким образом, (6) доказано; (7) следует из (6) и соотношения вида 
(7) для ип-\. 

Интересно сопоставить оценки числа ип в следствии 4 с числом dn 
л-вершинных доминантно-пороговых графов. Так, из теоремы 3 [5] мо-
жет быть получена формула: 

^ответственно, гг^ ^ . . . 
р ... = m r = 0 или s x = ... 

d (х) - У dnx» = i 
£ х3 — х2 — 2х+\ 
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I 
из которой получается однородное линейное рекуррентное соотношение 
( п > 4) 

dn = 2 d„_i + dn-a ^n-з-

С помощью этого соотношения легко выводится асимптотика для dn'. 
dn~crn, где г—наибольший по модулю корень кубического уравнения 
х 3 —2х 2 —х+ 1 = 0 ( г ~ 2 , 2 4 ) . 

Автор выражает благодарность кандидату физ.-мат. наук Ю. А. Зу-
еву за ценное замечание, приведшее к получению следствий 3—4. 

Summary 

This part of the article deals with the classification and enumeration of hereditary 
pseudodomishold graphs realized on the basis of results from [1]. The bounds of the num-
ber of n-vortex hereditary pseudodomishold graphs are defined. 
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X Ш У(Г-
уравнения 

<p(Xi, х2, х3) + 

где 

F(x 1, хг, 

х Ш w 
Пусть, далее, bi 

шимости 

- f 
dxh 

J VI—ч 

Тогда решение 

УДК 517.968 

Г. А. РАСОЛЬКО 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО РОДА, 
СОДЕРЖАЩИЕ ИНТЕГРАЛЫ С КРАТНЫМИ ЯДРАМИ КОШИ 

1. Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение (СИУ) 

J _ j* j* f Ф ( t i , U, /,) 
dtxdt2dt3 + 

£>3 (^l xi) (4 — xi) (ta — хз) 

+ J f J k хз, ty, 4 , t3) 4)(tu t.2, t3) dt1dt2dti = f(Xy, x 2 , x3),(l.l) 

D3 

D» = [—1,1]», - l < X j < l , / = 1 , 2 , 3 . 

На таком уравнении просматриваются основные свойства л-мерного 
уравнения. 

Как и в одномерном случае [1, с. 444, 2, с. 284] решение уравнения 
(1.1) зависит от класса функций, в котором оно разыскивается. 

В настоящей работе рассматривается решение уравнения (1.1) в 
классе функций, ограниченных в замкнутом кубе — ( / = 1 , 2, 
3), построен прямой метод приближенного решения уравнения, доказана 
его сходимость к точному решению в пространстве С. 

Т е о р е м а 1.1. Пусть f ( x b х2, x 3 )G# , k(xu х2, х3, tu t2, t3)£H, ре-
шение уравнения (1.1) разыскивается в классе ограниченных функций 
и X не является собственным значением ядра 

N(xlt х2, х3, U, t2, ts)~-V(\-х^{\-хШ-Х2\ _ i _ х 

+ Ч И 
D> 

где Г(хх, х2, х3, t b 
Д о к а з а т е л 

в правую сторон; 
уравнению, для к 
результаты из [3] 
вания, получим (1. 
(1.2) сведем к ур< 
сать через резольв< 

2. Пусть ф(хх, 
т е м уравнение (1.1 

1 . Л 

X 
+ — 

D3 

Построим прибл 
кубатур. 

Пусть Um(ty,t2, 

функции U (t\, t2, tз 

ням многочлена 
= fnit+l ,m2-(-l ,m, + l 
f(Xy, x2, x3), постр 
многочлена Якоби P 
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