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Введение. Теория функций h-комплексного переменного в математической литературе 
отражена недостаточно полно. В имеющихся работах изучаются в основном алгебраические 
свойства кольца h-комплексных чисел и приводятся примеры конкретных функций в связи 
с их применением в различных задачах геометрии, теории дифференциальных уравнений, 
теории относительности. Актуальным является изучение общих свойств h-голоморфных 
функций и построение элементов соответствующей теории. Данная работа является про-
должением исследований, начатых авторами в [1–3].

1. Естественное множество h-голоморфности. Пусть h – кольцо h-комплексных 
(двойных) чисел [1–3], то есть чисел = +z x jy , ∈,x y  , =2 1j , ≠ 1j с нормой = +z x y .

В h имеются делители нуля вида ± ∈(1 ) ,j t t . Обозначим через ( )h D множество функ-
ций h-голоморфных [2] на множестве ⊂ hD  .

Определение 1. Множество ( ) ⊂ hf  называется естественным множеством h-голо-

морфности функции f , если ( )( )∈ hf f  и ( )∀ ⊃'D f таких, что ( )∈ 'hf D выполняется 

( )='D f .
Пусть ( ) ( ) ( ) ( )= + = +, ,f z f x jy u x y jv x y .
Теорема 1. Пусть функция ( ) ( ) ( )= +, ,f z u x y jv x y дважды непрерывно h-дифферен-

цируема в интервале ( )∈,a b  . Тогда естественным множеством h-голоморфности функции 
f при < +∞,a b является открытый h-круг 

( )  − + = − < =  
  

0 0,  ,0 .
2 2

b a a bf z z z                                (1)

Если = +∞b , то
( ) { }= ∈ − + < < −| .hf z x a y x a                                   (2)

Если = −∞a , то
( ) { }= ∈ − < < − +| .hf z x b y x b                                   (3)
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При a = −∞ , = +∞b получаем
( ) = .hf  (4)

Доказательство. На множестве h-голоморфности верно представление из [3]

( ) ( ) ( )+ −   = + + −   
   

1 1 .
2 2

j jf z f x y f x y                              (5)

В максимально широкой области имеем
< + < − + < < − + 

⇔ < − < − < < − 
    ,

a x y b x a y x b
a x y b x b y x a

что равносильно
 − + ∈ − < =  

  
0 0,  ,0 .

2 2
b a a bz z z z

Равенства (2), (3), (4) проверяются аналогично.
Замечание. В общем случае ( )f представляется в виде объединений и пересечений

областей вида (1)–(4) или их замыканий и дополнений.
2. Образы стандартных областей. Обозначим через 1Γ прямую =y x , через 2Γ пря-

мую = −y x . Для любых = +z x jy имеем:

( ) ( )+ + +
= + = + ∈ 1

1 1 1 Γ ,
2 2 2

j j jz x jy x y

( ) ( )− − −
= + = − ∈ 2

1 1 1  Γ .
2 2 2

j j jz x jy x y

Пусть ( )∈ hf D , ⊂ D – отрезок прямой = −y x d . В области D справедливо представ-
ление (5). На  имеем − =x y d , + = −2x y x d . Пусть ∈ C , ( )′∈ C f . Тогда

( ) ( )+ + + −       = + + − =       
       

′
21 1 1 1  

2 2 2 2
j j j jC f x y f x y

( ) ( )+ +   = + = − ∈   
   

1
1 1 2 Γ .

2 2
j jf x y f x d

В силу непрерывности f на  точки + 
 
 

′1
2

j C образуют отрезок γ ' на 1Γ .

( ) ( )− − + −       = + + − =       
      

′


21 1 1 1
2 2 2 2

j j j jC f x y f x y

( ) ( )− −   = − = ∈   
   

2
1 1 Γ .

2 2
j jf x y f d

Эта величина является постоянной для любой ∈ C . Таким образом, ( )′ = f – отрезок, 
параллельный прямой =y x . Аналогично доказывается, что если ⊂ D – отрезок прямой 
= − +y x d , то его образ ( )′ = ' f – отрезок, параллельный прямой = −y x .
Определение 2. Элементарным множеством в h назовем любой прямоугольник со 

сторонами, параллельными прямым =y x и = −y x соответственно. Элементарной обла-
стью назовем внутренность элементарного множества.

Теорема 2. Пусть ( )∈ hf D , где ( )⊂D f – элементарная область, ( ) ( )≠′ ′, ,x yu x y u x y

в области ( ){ }= ∈ = + ∈* 2, |D x y z x jy D . Тогда ( )′ =D f D – элементарная область.
Доказательство теоремы вытекает из вышесказанного и принципа сохранения области.
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Определение 3. Стандартным назовем компактное множество со связной внутрен-
ностью, ограниченное замкнутой ломаной, образованной конечным числом отрезков, парал-
лельных прямым =y x или = −y x . Стандартной областью назовем внутренность стан-
дартного множества.

Теорема 3. Пусть ( )∈ hf D , где ( )⊂D f – стандартная область, ( ) ( )≠′ ′, ,x yu x y u x y

в области ( ){ }= ∈ = + ∈* 2, |D x y z x jy D . Тогда ( )=E f D – стандартная область.

Доказательство теоремы вытекает из теоремы 2 и того факта, что замыкание = ∪ ∂D D D
можно представить в виде конечного объединения элементарных множеств при том, что 
в условиях теоремы образом области будет снова область.

3. Образ произвольной области.
Определение 4. Последовательность множеств kD называется исчерпанием множества ,D

если:
1) +⊂ ⊂…⊂ ⊂ ⊂…1 2 1k kD D D D ,

2)
∞

=

=


1
k

k

D D .

Теорема 4. Пусть ⊂ hD  − область, ограниченная кусочно-гладкой замкнутой кривой ∂ ,D

{ }∞=1k k
D − ее исчерпание стандартными областями, ( )∈ ∀h kf D k . Тогда

1) ( ) ( )⊂k mf D f D при <k m ,

2) ( )
∞ ∞

= =

 
= = 

 
 

1 1

( )k k
k k

f D f D f D ,

3) ( )∈ hf D ,

4) Если для всех = …1,2,k = ( )k kE f D − область, то ( )=E f D − область и { }∞=1k k
E − ее

исчерпание стандартными областями.
Доказательство. 1) Вытекает из того, что +⊂ ⊂…⊂ ⊂ ⊂…1 2 1k kD D D D при <k m .
2) Обозначим ( )=E f D . Пусть ∈0z D , следовательно, существует такой 0k , что ∈0 kz D

∀ ≥ 0k k , следовательно, ( )∈0 ( )kf z f D . С другой стороны, = ⊂( )k kE f D E , следовательно, 
∞

=

=


1
k

k

E E .

3) Пусть ∈0z D , существует окрестность ( )0U z и существует такой 0,k что ( ) ⊂0 kU z D

∀ ≥ 0k k , следовательно, ( )( )∈ 0hf U z . В силу произвольности 0z получаем ( )∈ hf D .

4) Пусть = ( )k kE f D − область ∀k . Из 2) вытекает, что 
∞

=

=


1
k

k

E E − открытое множество.

Для любых ∈1 2,z z D существует такой 0k , что ∈1 2, kz z D ∀ ≥ 0k k , следовательно, точки 1z
и 2z можно соединить непрерывным путем в kD , а следовательно, точки ( )=1 1w f z
и ( )=2 2w f z можно соединить непрерывным путем в E , следовательно, E − связное 
множество. Таким образом, E − область. Доказательство утверждения вытекает из 1), 2) 
и теоремы 3.

4. Некоторые общие сведения об отображениях, осуществляемых с помощью 
h-голоморфных функций. Пусть ( )=w f z , ( )∈ hf D , где ( )⊂D f − область.

Лемма 1. Не существует h-голоморфной функции, осуществляющей поворот в плоско-
сти z на угол α ≠ πk , ∈k  .

3 
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Доказательство. Пусть отображение ( ) ( ) ( )= = +, ,w f z u x y jv x y осуществляет в плос-
кости z поворот на угол α . Этому отображению сопоставим согласованное отображение 

→2 2:F   такое, что 
( )
( )

  α − α   
= =     α α    

, cos sin
, sin cos

u x y x
F

v x y y

или
= α − α = α + αcos sin ,   sin cos .u x y v x y

Должны выполняться условия =' '
x yu v , =' '

y xu v . Отсюда α =sin 0 , а значит, α = πk , ∈k  .
Если = 2 ,k m ∈m  , то f сводится к тождественному отображению. При = +2 1k m
получаем = −u x , = −v y , то есть ( ) = −f z z .

Лемма 2. Не существует h-голоморфной функции, осуществляющей в плоскости z
растяжение вдоль оси Ox или вдоль оси Oy .

Доказательство. Пусть f осуществляет растяжение вдоль оси Ox в k раз, > 0k . Его 
можно представить в виде =u kx , =v y . Из равенства =' '

x yu v получаем = 1k . Аналогично 
показывается, что h-голоморфная функция не может осуществлять растяжение вдоль оси 
Oy .

5. Линейная функция и ее свойства. Рассмотрим линейную однородную функцию 
=w cz , где = α + β∈ hc j  . Выделяя вещественную и гиперболическую части, получим:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= α + β + = α + β + α + β = +, , .w j x jy x y j y x u x y jv x y

Имеем = = α' '
x yu v , = = β' '

y xu v . Таким образом, функция W h-голоморфна всюду в h
и ( ) = + = α + β′ =' '

x xw z u jv j c . Если α −β ≠2 2 0 , функция w диффеоморфно отображает 

всякую область ⊂ hD  снова на область ( )=E w D , при этом обратная функция =
α
1z w

h-голоморфна в E и ( )′ =
1z w
c

. Полагая ( )∞ = ∞w , получим диффеоморфизм h на h .

При α = β либо α = −β образом области ⊂ hD  будет открытый интервал на прямой 
=v u или на прямой = −v u соответственно.

В отличие от классического комплексного анализа действие линейной функции не 
сводится к композиции растяжения и поворота. Представим такую функцию в виде 

( ) ( ) ( )+ −   = = α + β = α + β + α −β   
   

1 1 .
2 2

j jw cz j z z z                   (6)

Действие функции ( )+ = α + β 
 

1
2

jw z сводится к последовательному применению 

проектирования на прямую =y x , растяжения в α +β раз и в случае α +β < 0 симметрии 

относительно начала координат. Действие функции ( )− = α −β 
 

1
2

jw z сводится к после-

довательности проектирования на прямую = −y x , растяжения в α −β раз и в случае 
α −β < 0 симметрии относительно начала координат. Для отображения (6) заключительной 
операцией служит сложение двух проекций.

В случае неоднородной линейной функции = +w cz d к вышеперечисленным операциям 
добавляется параллельный перенос в плоскости z на вектор d .

Определение 5. h -гиперболой в плоскости z назовем гиперболу, прямую либо прямую 
с выколотой точкой, не параллельные прямым =y x и = −y x , а также пару взаимно 
перпендикулярных прямых вида = + ,y x a = − + ,y x b ∈,a b  .

4 
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Рассмотрим в плоскости z уравнение:

( )− + + + = ∈2 2 0,       , , ,A x y Bx Cy D A B C D                           (7)

При = 0A , + ≠2 2 0B C имеем прямую + + = 0Bx Cy D . При ≠ 0A , = = = 0B C D имеем 
пару прямых =y x и = −y x . При ≠ 0A , + + ≠2 2 2 0B C D уравнение (7) задает в плоскости z
гиперболу.

Теорема 5. Линейная функция = +w cz d переводит h -гиперболу в плоскости z снова 
в h -гиперболу в плоскости w .

Доказательство. Обозначим через Γ множество точек в плоскости ,z определяемых 
уравнением (7), ( )Γw − его образ в плоскости w . Рассмотрим однородную линейную 
функцию =w cz .

Подставляя в (7) равенства ( )= +
1
2

x z z , ( )= −
2
jy z z , получим уравнение:

+ + + = 0,Azz Fz Fz D где ( )= +
1
2

F B jC , ( )= −
1
2

F B jC .      (8)

Пусть c не является делителем нуля. Подставляя в (8) значение = ,wz
c

получаем 

уравнение:

+ + + = 0,A F Fww w w D
CCC C

которое задает h -гиперболу в плоскости w . Пусть + =  
 

1
2

jc k , где ∈k  . Если = 0A , то 

( )Γw − прямая =v u . Если ≠ 0A , то ( )Γ  w − прямая =v u с выколотой точкой. Пусть 
− =  

 

1
2

jc k , где ∈k  . Если = 0A , то ( )Γ   w − прямая = −v u . Если ≠ 0A , то ( )Γ   w − пря-

мая = −v u с выколотой точкой. Прямая с выколотой точкой перейдет снова в прямую 
с выколотой точкой.

В случае неоднородной линейной функции = +w cz d добавляется параллельный 
перенос на вектор d , переводящий h -гиперболу снова в h -гиперболу. Теорема доказана.

Нас будет интересовать, при каких условиях линейная функция = +w cz d обращается 
в делитель нуля. Назовем пары делителей нуля вида

   + + − −        ∈          
          

1 1 1 1,   или  , ,  где  , , 
2 2 2 2

j j j jk m k m k m  

соосными, а пары вида
   + − − +        ∈          
          

1 1 1 1,   или  , ,  где  , , 
2 2 2 2

j j j jk m k m k m 

назовем дополнительными.

Если + ≠  
 

1
2

jc k , где ∈k  , то  = + 
 

dw c z
c

и w обращается в делитель нуля на паре 

прямых = −
dy x
c

и = − −
dy x
c

.

Если c и d − соосные делители нуля, то ( )w z является делителем нуля для всех 
∈ .hz 

Пусть + =  
 

1
2

jc k , + −   = +   
   

1 1
2 2

j jd m l , где ∈ ≠, , , , 0,k m l k l 

5 
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( ) ( )+ −   = + + −   
   

1 1 .
2 2

j jz x y x y

Имеем

( ) ( ) ( ) + + −     = + = + + − +            

1 1 1
2 2 2

j j jw z cz d k x y x y

( )( )+ − + −       + + = + + +       
       

1 1 1 1 .
2 2 2 2

j j j jm l k x y m l

Очевидно, что ( )w z обращается в делитель нуля на прямой = − −
my x
k

. Аналогично 

доказывается, что при − =  
 

1
2

jc k , + −   = +   
   

1 1
2 2

j jd m l , где ∈ ≠, , 0k k m  , получаем

( ) ( )( )− +   = − + +   
   

1 1
2 2

j jw z k x y l m

и ( )w z обращается в делитель нуля на прямой = +
ly x
k

.

5. Дробно-линейная функция. Рассмотрим функцию =
1w
z

. Для этой функции естест-

венное множество определения ( ) { }= ∈ ≠ ±|hD w z y x . На этом множестве w h-голо-

морфна и ′ = − 2
1w
z

нигде в ( )D w не обращается в делитель нуля. В силу того, что 

( ) ( )≠1 2w z w z , ( )∀ ∈1 2,z z D w , ≠1 2z z , заключаем, что w диффеоморфно отображает любую 
ограниченную область ( )⊂Q D w в плоскости z на область ( )w Q в плоскости w .

Пусть h -гипербола Γ задана уравнением

( )− + + + = ≠ + + ≠2 2 2 2 20,   где  0,  0.A x y Bx Cy D A B C D                 (9)

Если + ≠2 2 0B C , то Γ пересекает прямые ≠ ±y x , на которых функция =
1w
z

не опре-

делена. Пусть = = 0B C , тогда (9) принимает вид
+ = 0.Azz D                                                (10)

Подставляя сюда =
1z
w

, получим уравнение гиперболы в плоскости w :

+ = 0.A Dww
Пусть в (9) = = 0A D , ≠ ±B C , тогда уравнение (9) примет вид

+ = 0Bx Cy
или в равносильной форме

( ) ( )+ = = + = −
1 10,   ,  .
2 2

Fz Fz гдеF B jC F B jC                         (11)

Функция =
1w
z

диффеоморфно переводит прямую (11) с выколотой точкой = 0z пло-

скости z на прямую + = 0Fw Fw с выколотой точкой = 0w в плоскости w .
Назовем гиперболу (10) и прямую (11) с выколотой точкой = 0z допустимыми h –

гиперболами. Из вышесказанного вытекает, что функция =
1w
z

диффеоморфно отображает 

допустимую h -гиперболу в плоскости z на допустимую h -гиперболу в плоскости w .
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Рассмотрим дробно-линейную функцию
+

= ∈
+

,  , ., , h
az bw a b c d
cz d

                                         (12)

Числа C и = = −

a b
ad bc

c d
не являются делителями нуля. Функция (12) представ-

ляется в виде
− −

= + = + = =
  ++ 
 

2
2

,   где   ,  .a bc ad N a bc adw M M Nddc c czc z
cc

              (13)

Для функции (12) естественное множество определения ( ) = ∈ ≠ − +


|h
dD w z z
c



( ) }+ ± ∈1 ,j t t  . На этом множестве w h-голоморфна и 

( )
( )+

′ −
= 2 .ad bcw z

cz d

Так же, как и для функции =
1w
z

, показывается, что функция (12) диффеоморфно 

отображает любую ограниченную область ( )⊂Q D w в плоскости z на область ( )w Q
в плоскости w .

Для обратной функции имеем

( ) ( )
( )

′− −
= =
− + −

2, .dw b ad bcz w z w
cw a cw a

Из (13) видно, что действие дробно-линейной функции (12) сводится к композиции 

= + = = = +   1 2 3 2 4 3
1

1 .dz w z w w Nw w w M
c w

Допустимыми h -гиперболами для дробно-линейной функции (12) по аналогии с (10) 
и (11) назовем гиперболы вида

   + + + =   
   

0d dA z z D
c c

и прямые вида
   + + + =   
   

0d dF z F z
c c

с выколотой точкой = −
dz
c

. Из вышесказанного вытекает следующая теорема.

Теорема 6. Дробно-линейная функция (12) диффеоморфно отображает h -гиперболу 
в плоскости z на допустимую h -гиперболу в плоскости w .
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