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В статье вводятся понятия интеграла p-комплексной функции, как вещественного, так и p-комплексного 
аргумента. Доказаны теоремы о равномерном приближении полиномами функций p-комплексного пере-
менного. Получены аналоги теорем Морера и интегральной теоремы Коши для p-комплексных функций. 
Найдены достаточные условия существования локальной и глобальной первообразных. 
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The article introduces the notions of integral of p-complex function of material as well as p-complex argument.  
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analogues of Morera’s theorems and integral theorem of Cauchy for p-complex functions. Sufficient conditions  
for existence of local and global antiderivatives. 
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Введение. В математической литературе многие публикации (см. [1]) посвящены p-комп-
лексным (дуальным) числам и их применению в геометрии, механике и вычислительной ма-
тематике. При этом теории функций p-комплексного переменного уделено недостаточно 
внимания. Имеющиеся результаты приведены в [2–3] и касаются в основном вопросов 
непрерывности и дифференцируемости p-комплексных функций. В работе [4] изучены свой-
ства степенных рядов от p-комплексного переменного. В данной статье изучаются интегралы 
от p-комплексных функций и некоторые их приложения.

Интеграл от функций вещественного переменного. Пусть p – кольцо p-комп-

лексных чисел вида += ,z x jy где ∈, ,x y 2 = 0,j ≠ 0.j В кольце p имеются делители 
нуля вида jc и только они. Топология на p порождается следующей нормой: 

+= = max{| |,| |}.z x jy x y    Эту норму будем называть параболической. Модулем p-комп-

лексного числа называется +2 2| |= .z x y Более подробно с p-комплексными числами можно 
ознакомиться в работах [1] и [4].

Пусть → − 0 1: [ , ] , = { = , ,..., = }p nf a b T a x x x b разбиение [ , ],a b −∆ − 1= ,k k kx x x

+≤ ≤ −
λ ∆ ξ ∈ ξ −10 1
( ) = max , [ , ], ( , )k k k kk n
T x x x T разбиение с выделенными точками.

Определение 1. Функция f называется интегрируемой по Риману на [ , ],a b если 
∃ ∈ ,pI что

−

∀ ∃δ ∀ ξ λ δ ⇒ ξ ∆ −∑
1

=0
> 0 > 0 ( , ) : ( ) < ( ) < .

n

k k
k

T T f x I  

Число I называется интегралом Римана от f на [ , ]a b и обозначается 
−

λ →
ξ ∆∑∫

1

( ) 0 =0
= ( ) = ( ) .lim

nb

k ka T k
I f x dx f x
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−[ , ]R a b множество p-комлексных функций, интегрируемых по Риману на [ , ].a b

Пусть +( ) = ( ) ( ),f x u x jv x α + β +∫ ∫ ∫= = ( ) = ( ) ( ) ,
b b b

a a a
I j f x dx u x dx j v x dx что равносильно 

α ∫= ( ) ,
b

a
u x dx β ∫= ( ) .

b

a
v x dx

Обозначим 
′ ′′∈ +

′ ′′ω − −
, [ , ]1

( ) = sup | ( ) ( ) |k
x x x xk k

f f x f x колебание f на +1[ , ].k kx x Из критерия Дарбу 

для вещественных функций вытекает
Теорема 1.

− −

λ → λ →
∈ ⇔ ω ∆ ω ∆∑ ∑

1 1

( ) 0 ( ) 0=0 =0
[ , ] ( ) = 0, ( ) = 0.lim lim

n n

k k k k
T Tk k

f R a b u x v x

Теорема 2.
∈ ⇒ ∈[ , ] | | [ , ].f R a b f R a b

Доказательство. Функция | |f вещественна и положительна, следовательно,

′ ′′ ′ ′′∈ ∈+ +

′ ′′ ′ ′′ω − ≤ −
, [ , ] , [ , ]1 1

(| |) = sup | ( ) | | ( ) | sup | ( ) ( ) | =k
x x x x x x x xk k k k

f f x f x f x f x

′ ′′ ′ ′′∈ ∈+ +

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− + − ≤ − +
, [ , ] , [ , ]1 1

= sup | ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) | sup | ( ) ( ) |
x x x x x x x xk k k k

u x u x j v x v x u x u x

′ ′′∈ +

′ ′′+ − ω + ω
, [ , ]1

sup | ( ) ( ) | = ( ) ( ).k k
x x x xk k

v x v x u v

Откуда следует, что при λ ≤ δ( ) :T
− − −

≤ ω ∆ ≤ ω ∆ + ω ∆ ≤∑ ∑ ∑
1 1 1

=0 =0 =0
0 (| |) ( ) ( ) ,

n n n

k k k k k k
k k k

f x u x v x 

тогда в силу критерия Дарбу ∈| | [ , ].f R a b Что и требовалось доказать.
Теорема 3.

∈ ⇒ ∈[ , ] [ , ].f R a b f R a b 

Доказательство вытекает из неравенств 

′ ′′ ′ ′′∈ ∈+ +

′ ′′ ′ ′′ω − ≤ − ≤
, [ , ] , [ , ]1 1

( ) = sup ( ) ( ) sup ( ) ( )k
x x x x x x x xk k k k

f f x f x f x f x       

′ ′′∈ +

′ ′′≤ − ≤ ω + ω
, [ , ]1

sup | ( ) ( ) | ( ) ( ).k k
x x x xk k

f x f x u v

Неравенства для интеграла
Пусть ∈ [ , ].f R a b
Теорема 4.

≤∫ ∫( ) | ( ) | .
b b

a a
f x dx f x dx (1)

Доказательство. Пусть 
−

λ →
ξ ∆∑∫

1

( ) 0 =0
= ( ) = ( ) ,lim

nb

k ka T k
I f x dx f x тогда 

− −

ξ ∆ − ≤ ξ ∆ − ≤∑ ∑
1 1

=0 =0
( ) | | ( ) | |

n n

k k k k
k k

f x I f x I

− −

≤ ξ ∆ − ≤ ξ ∆ −∑ ∑
1 1

=0 =0
| ( ) | 2 ( ) ,

n n

k k k k
k k

f x I f x I 

откуда следует, что 
−

λ →
ξ ∆∑

1

( ) 0 =0
| ( ) | = | | .lim

n

k k
T k

f x I
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Нетрудно убедиться, что 
− −

ξ ∆ ≤ ξ ∆∑ ∑
1 1

=0 =0
| ( ) | | ( ) | ,

n n

k k k k
k k

f x f x откуда, при λ →( ) 0,T получаем (1).

Теорема доказана.
Теорема 5.

≤∫ ∫( ) ( ) .
b b

a a
f x dx f x dx    (2)

Доказательство. При λ ≤ δ( ) :T
− −

ξ ∆ − ≤ ξ ∆ − ≤∑ ∑
1 1

=0 =0
( ) ( ) ,

n n

k k k k
k k

f x I f x I      

откуда следует, что 
−

λ →
ξ ∆∑

1

( ) 0 =0
( ) = .lim

n

k k
T k

f x I    Из неравенств 

− − −

ξ ∆ ≤ ξ ∆ ≤ ξ ∆∑ ∑ ∑
1 1 1

=0 =0 =0
( ) ( ) ( ) ,

n n n

k k k k k k
k k k

f x f x f x     

при λ →( ) 0,T получаем (2). Теорема доказана.

Теорема 6. Пусть ∈ [ , ].f R a b Тогда функция ∫( ) = ( )
x

a
F x f t dt непрерывна на [ , ].a b

Доказательство вытекает из неравенства 

− ≤ ≤ −∫0 0
[ , ]0

( ) ( ) ( ) sup ( ) | | .
x

x a b
F x F x f x dx f x x x     

Теорема 7. Пусть ∈ [ , ],f C a b тогда функция ∫( ) = ( )
x

a
F x f t dt дифференцируема на [ , ]a b

и ′( ) = ( ).F x f x

Доказательство. Пусть +( ) = ( ) ( ).f x u x jv x Функции ∫( ) = ( ) ,
x

a
U x u t dt ∫( ) = ( )

x

a
V x v t dt диф-

ференцируемы на интервале ( , )a b и ′( ) = ( ),U x u x ′( ) = ( ).V x v x Тогда 
′+ +( ) = [ ( ) ( )] = ( ) ( ) = ( ).F x U x jV x u x jv x f x Что и требовалось доказать.

Теорема о равномерном приближении непрерывной p-комплексной функции ве-
щественного аргумента полиномами

Теорема 8. Пусть → : [ , ] pf a b непрерывна. Тогда существует последовательность по-

линомов ∞
=0{ } ,n nP равномерно сходящаяся к f на отрезке [ , ].a b

Доказательство. Используя теорему Стоуна – Веерштрасса [5, с. 35, т. 17.20] построим 
последовательности полиномов { }, { }n ns q так, что 

−
∀ ∃ ∈ ∀ ≥ ∀ ∈  −

( ) ( ) < / 2
> 0 [ , ] :

( ) ( ) < / 2.
n

n

u x s x
n n n x a b

v x q x
 

 

 






Построим полином +( ) = ( ) ( ).n n nP x s x jq x Тогда, при > :n n
− + + + ≤( ) ( ) = ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))n n nf x P x u x jv x s x jq x   

≤ − + − ∀ ∈( ) ( ) ( ) ( ) < [ , ].n nu x s x v x q x x a b    
Что и требовалось доказать.
Теорема о равномерном приближении полиномами p-голоморфной функции
Определение 2. Функция +( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y называется p-голоморфной

в = + ∈0 0 0 ,pz x jy если в некоторой окрестности точки 0 0( , )x y функции ( , )u x y и ( , )v x y
дифференцируемы и выполнены условия:

′ ′
 ′

( , ) = ( , )

( , ) = 0.
x y

y

u x y v x y

u x y

Подробнее ознакомиться с p-голоморфными функциями можно в работах [2–4].
4 
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Теорема 9. Пусть ⊂ −pD область. Функция → : pf D p-голоморфна. ⊂ −K D ком-
пакт. Cуществует последовательность полиномов, равномерно сходящаяся к f на .K

Доказательство. Для любого ∈pz верно равенство ′+( ) = ( ) ( ),f z f x jyf x где 

∈ + ∈*( , ) = { = | }.x y D z x jy z D Пусть −K компакт. Тогда для любого + ∈=z x jy K имеем: 
≤ ≤ ,a x b ≤| | ,y m где 

∈
= inf ,

z K
a x

∈
= sup ,

z K
b x

∈
= sup | | .

z K
m y

В силу теоремы 8 найдется последовательность полиномов ′( ) = ( ),n n
dP x P x
dx

что 

′ ′∀ ∃ ∈ ∀ ≥ ∀ ∈ −> 0 [ , ] : ( ) ( ) < .nn n n x a b f x P x   
Рассмотрим случай ( ) = 0.f a В силу теоремы 7 полином ( )nP x можно представить в виде 

′∫( ) = ( ) .
x

n na
P x P t dt Для любого ′∈ +: ( ) = ( ) ( ).n n nz K P z P x jyP x

В силу теоремы 5 
′ ′− − + − ≤( ) ( ) = ( ) ( ) ( ( ) ( ))n n nP z f z P x f x jy P x f x   

′ ′ ′ ′≤ − + − ≤ − + − ≤( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) | | ( ) ( )n n n nP x f x jy P x f x P x f x y P x f x       

∈
′ ′ ′ ′≤ − + ≤ − − + ≤ − +∫

[ , ]
( ( ) ( )) | | sup ( ) ( ) ( ) ( ),

x

n na x a b
P t f t dt y P x f x b a m b a m      для любого ≥n n

и всех ∈ .z K Если ≠( ) 0,f a то рассмотрим функцию ( )−( ) ( ) .f z f a Теорема доказана.
Интеграл от p-комплексной функции в общем случае.
Пусть ⊂ → : ,p pf D где ⊂ −pD область, Γ ⊂ −D кусочно-гладкая кривая с концами a

и ,b ориентированная от a к .b Обозначим ∈ + ∈

* 2= {( , ) : = }.D x y z x jy D
Выберем точки ∈Γ, = 0,kz k n так, что 0 = , = .nz a z b −0 1= { = , ,..., = }nT a z z z b разбие-

ние Γ, −∆ − 1= ,k k kz z z
≤ ≤ −

λ ∆
0 1

( ) = max | | .kk n
T z Выберем 

+ξ ∈ 1, .k k kz z

Определение 3. Функция f называется интегрируемой по Риману на Γ, если ∃ ∈ ,pI что 
−

∀ ∃δ ∀ ξ λ δ ⇒ ξ ∆ −∑
1

=0
> 0 > 0 ( , ) : ( ) < ( ) < .

n

k k
k

T T f z I  

Число I называется интегралом Римана от f на Γ и обозначается 
−

Γ λ →
ξ ∆∑∫

1

( ) 0 =0
= ( ) = ( ) .lim

n

k k
T k

I f z dz f z

Γ −( )R множество p-комлексных функций, интегрируемых по Риману по кривой Γ.
Теорема 10. Пусть ≤| ( ) |f z M для любого ∈Γ.z Тогда 

Γ
≤ Γ∫| ( ) | ( ),f z dz M l

где Γ −( )l длина дуги кривой Γ.
Доказательство вытекает из цепочки неравенств 

− − −

ξ ∆ ≤ ξ ∆ ≤ ∆ ≤ Γ∑ ∑ ∑
1 1 1

=0 =0 =0
| ( ) | | ( ) | | | | | ( ).

n n n

k k k k k
k k k

f z f z M z M l

Замечание 1. Пусть + +( ) = ( ) = ( , ) ( , ).f z f x jy u x y jv x y Тогда 

Γ Γ Γ Γ
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫( ) = ( )( ) = ( ).f z dz u jv dx jdy udx j vdx udy (3)

Обзначим через ( )pH D множество функций, p-голоморфных в D .
Теорема 11 (аналог интегральной теоремы Коши). Пусть ∈ ( )pf H D и непрерывна в 

∪∂= ,D D D где ∂ −D простая кусочно-гладкая замкнутая кривая, тогда 

∂∫ ( ) = 0.
D

f z dz

5 
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Доказательство. Для p-голоморфной функции верно: ′ ′ ′= 0, =y x yu u v . В силу формулы 
Грина и (3) 

Γ Γ Γ
+ +∫ ∫ ∫( ) = ( ) =f z dz udx j vdx udy

′ ′ ′− + −∫∫ ∫∫* *= ( ) ( ) = 0.y x yD D
u dxdy u v dxdy

Теорема доказана.
Теорема 12 (аналог теоремы Морера). Пусть +( ) = ( , ) ( , ),f z u x y jv x y

∈ 1 *( , ), ( , ) ( )u x y v x y C D и для произвольного треугольника ∆ ⊂ D верно 
∂∆∫ ( ) = 0.f z dz Тогда 

∈ ( ).pf H D
Доказательство. Допустим f не является p-голоморфной функцией в точке ∈ .a D

Тогда найдется окрестность ⊂( )U a D такая, что ′ ′ ′− + ≠2 2( ) ( ) 0x y yu v u для всех ( , ),x y что 

+ ∈= ( ).z x jy U a Пусть ∆ ⊂ ( )U a произвольный треугольник и ∆ ∈ + ∈∆

* 2= {( , ) : = }.x y z x jy
Тогда в силу формулы Грина

∂∆ ∂∆ ∂∆
+ +∫ ∫ ∫0 = ( ) = ( ) =f z dz udx j vdx udy

∆ ∆
′ ′ ′− + − ≠∫∫ ∫∫* *= ( ) ( ) 0.y x yu dxdy u v dxdy

Полученное противоречие и доказывает теорему.
Существование первообразных
Теорема 13. Пусть +( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y непрерывна в области ⊂ pD и не является 

в ней делителем нуля, а для произвольного треугольника ∆ ⊂ D верно 
∂∆∫ ( ) = 0.f z dz Тогда 

для любой ∈a D найдется открытая окрестность ⊂( )U a D такая, что функция 

τ τ∫( ) = ( )
z

a
F z f d (интеграл берется по произвольному отрезку ⊂[ , ] ( )a z U a ) p-голоморфна 

в ( )U a и ′( ) = ( )F z f z для любого ∈ ( ).z U a
Доказательство. Пусть −( )U a окрестность точки ∈ ,a D ∈ ( )z U a и h не является 

делителем нуля и достаточно мало так, что треугольник с вершинами +, ,a z z h целиком 
лежит в ( ).U a Имеем, что 

+ +
τ τ + τ τ τ τ∫ ∫ ∫( ) ( ) = ( ) ,

z z h z h

a z a
f d f d f d

тогда 
+ ++ −

− τ τ − τ∫ ∫
( ) ( ) 1 ( )( ) = ( ) =

z h z h

z z

F z h F z f zf z f d d
h h h

   

+ +
τ − τ ≤ τ − τ ≤∫ ∫

1 1= ( ( ) ( )) | ( ( ) ( )) |
z h z h

z z
f f z d f f z d

h h
 

→+
≤ τ − →

0[ ; ]
sup | ( ) ( ) | 0.

hz z h
f f z

 

Отсюда и следует ′( ) = ( ).F z f z Теорема доказана.
Теорема 14. Пусть +( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y p-голоморфна в односвязной области ⊂ pD

и не является в ней делителем нуля. Тогда в D существует глобальная первообразная для ,f

которая представима в виде τ τ∫( ) = ( ) ,
z

a
F z f d где интеграл берется по произвольной кусочно--

гладкой кривой с концами в точках a и z , целиком лежащей в .D
Доказательство. В условиях теоремы дифференциалы ( )udx и +( )vdx udy имеют 

глобальные первообразные в области *D такие, что =dU udx и += .dV vdx udy Пусть 

6 
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+( ) = ( , ) ( , ),F z U x y jV x y тогда ′ ′= =x yU V u и ′ = 0,yU а значит функция F p-голоморфна в .D
Таким образом, ′ ′ ′+ +( ) = = ( , ) ( , ) = ( ).x xF z U jV u x y jv x y f z Откуда и следует утверждение теоремы.

Следствие (формула Ньютона – Лейбница). В условиях теоремы 14 интеграл от f по 
любой кусочно-гладкой кривой Γ с концами a b, , целиком лежащей в D и сориентирован-
ной от a к ,b не зависит от формы этой кривой, а зависит лишь от положения ее концов. 
При этом выполняется аналог формулы Ньютона – Лейбница 

Γ
−∫ ( ) = ( ) | = ( ) ( ).b

af z dz F z F b F a

Заключение. В статье изучены свойства интеграла от функции p-комплексного перемен-
ного. Доказаны теоремы о равномерном приближении полиномами функций p-комплексного 
переменного, в частности аналог теоремы Рунге для p-голоморфных функций. Также 
получены аналоги теорем Морера и интегральной теоремы Коши для p-комплексных 
функций. Найдены достаточные условия существования локальной и глобальной 
первообразных.
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