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Пры дапамозе f-манагенных дуальных функцый даследавана краявая задача для адной сістэмы дыфе-
рэнцыяльных раўнанняў у фармальных вытворных. 
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with the help of f-monogeneous dual functions the boundary value problem for one system of differential equa-
tions in formal derivatives is studied.
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Уводзіны. Для вывучэння дыферэнцыяльных раўнанняў выкарыстоўваюцца розныя 
метады. Адным з такіх метадаў з’яўляецца метад функцый, манагенных у сэнсе У. С. Фё-
дарава (F-манагенных) [1–9].

У дадзенай працы пры дапамозе F-манагенных дуальных функцый даследуецца краявая 
задача для адной сістэмы дыферэнцыяльных раўнанняў у фармальных вытворных. 

Асноўная частка. У дадзенай працы мы будзем выкарыстоўваць F-манагенныя дуаль-
ныя функцыі, зададзеныя ў некаторым абсягу D камплекснай плоскасці.

Дуальнай функцыяй у абсягу  D называецца функцыя выгляду:
D ( ) ( ) ( )F z f z z= +εϕ , ∈z D , ε =2 0 ,

дзе ( )f z , ϕ( )z  – камплексныя, або рэчаісныя, функцыі, зададзеныя ў абсягу D . 
Азначэнне. Дуальная функцыя ( )F z называецца F-манагеннай (манагеннай у сэнсе У. С. Фё-

дарава) [1] па дуальнай функцыі = + ε( ) ( ) ( )P z p z q z у абсягу D , калі знойдзецца такая дуаль-
ная функцыя ψ , што ва ўсіх пунктах абсягу D маем

= ψdF dP . (1)
Функцыя ψ падчас абазначаецца ′ψ = [ ]F P і называецца F-вытворнай функцыі F па 

функцыі P . 
Лёгка пераканацца, што ўмова (1) раўназначная наступнай умове:

∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
F P F P
x y y x

, 
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калі ∂ ≠
∂
( ) 0P z
x

ці ∂ ≠
∂
( ) 0P z
y

; = +z x iy ; ∈ 1, ( )F P C D .

Як паказана ў працы [3], любая дуальная функцыя ( )F z , F-манагенная па ( )P z , мае 
выгляд:

{ }′= + ε +( ) [ ] [ ] [ ]F z f p f p q H p ,

дзе [ ]f p , [ ]H p – камплексныя функцыі, F-манагенныя па ,p ′[ ]f p – F-вытворная функцыі F
па функцыі p .

Нам спатрэбяцца дуальныя функцыі, F-манагенныя па функцыі = + ε( )P z z z , дзе 
= +z x iy .

Разгледзім некаторыя інтэгральныя формулы для адзначаных дуальных F-манагенных 
функцый.

Няхай = + εP z z і функцыя ( )F z – F-манагенная па функцыі P . Фіксуем пункт ∈0z D

і разгледзім функцыю ψ =
∆



1( )z
P

, дзе ∆ = − = − + ε −0 0 0( ) ( )P P P z z z z .

Лёгка пераканацца, што функцыя ψ ( )z будзе F-манагеннай па функцыі P у абсягу 

{ }0\D z . Тады і функцыя −
=

∆
0( )( ) F z Fθ z
P

будзе F-манагеннай па функцыі P у абсягу { }0\D z .

Значыць, маем

=∫ ∫( ) ( )
C K

z dP z dPθ θ , (2)

дзе K – акружнасць унутры D з цэнтрам 0z і радыуса ρ , C – граніца адназвязнага абсягу D .
Калі разважаць далей аналагічным чынам, як і пры выводзе формулы Кашы для аналі-

тычных функцый, знаходзім з роўнасці (2), што =∫ ( ) 0
C

z dPθ , адкуль

=
∆ ∆∫ ∫0

( )( )
C C

dP F zF z dP
P P

. (3)

=
∆ ∆∫ ∫

C K

dP dP
P P

, бо функцыя 
∆
1
P

з’яўляецца манагеннай па функцыі P у абсягу { }0\D z .

Далей маем

+ ε
=

∆ − + ε −∫ ∫
0 0( ) ( )K K

dP dz dz
P z z z z

,

адкуль 

 −
= + ε − ∆ − − − 

∫ ∫ ∫ 0
2

0 0 0( )K K K

z zdP dz dz dz
P z z z z z z

.

Мяркуючы ψ− = ρ0
iz z e , дзе ρ – радыус акружнасці K , і здзейсніўшы элементарныя вылі-

чэнні, атрымаем 

= π
∆∫ 2

C

dP i
P

.

Тады з роўнасці (3) атрымаем аналаг формулы Кашы: 

π =
∆∫0
( )2 ( )

C

F z dPiF z
P

.
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Няхай дадзены інтэграл

ϕ
=

∆∫
( )

C

zJ dP
P

,

дзе ϕ( )z – любая непарыўная функцыя на C , ∆ = − 0( ) ( )P P z P z , = ( )dP dP z , ∈ 1( ) ( )P z C D ,

∆
1
P

існуе для ўсіх пунктаў 0z унутры D і ўсіх пунктаў z на C .

Лёгка праверыць, што 

 ∂ ∂∆
= − ϕ ∂ ∆ ∂ 
∫ 2

0 0

1 ( )
( )C

J P z dP
x P x

,
 ∂ ∂∆

= − ϕ ∂ ∆ ∂ 
∫ 2

0 0

1 ( )
( )C

J P z dP
y P y

,

адкуль лёгка знайсці, што 
∂ ∂∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

0 0

0 0 0 0

P PJ J
x y y x

,

гэта значыць інтэграл J – F-манагенная функцыя па 0( )P z у абсягу D пры любой 
непарыўнай на C функцыі ϕ( )z , =0 0( )P P z , пункт 0z не належыць C .

Лёгка пераканацца ў тым, што у абсягу D рашэннем сістэмы дыферэнцыяльных раў-
нанняў у фармальных вытворных [10]

∂ ∂ϕ
− =

∂ ∂
0f

z z
, ∂

=
∂

0f
z

, (4)

дзе ∂ ∂ ∂ 
= − ∂ ∂ ∂ 

1
2

i
z x y

, ∂ ∂ ∂ 
= + ∂ ∂ ∂ 

1
2

i
z x y

– дыферэнцыяльныя аператары, = +z x iy ,

= −z x iy , з’яўляюцца наступныя функцыі: = ( )f f z – адвольная аналітычная ў абсягу D
функцыя ад z , ′ϕ = +( ) ( )f z z h z – так званая біаналітычная ў абсягу D функцыя [11].

Адначасова, як паказана ў працы [3], сістэма (4) з’яўляецца ўмовай F-манагеннасці [1] 
дуальнай функцыі + εϕf па функцыі = + εP z z , ε =2 0 .

Натуральны інтарэс выклікае вывучэнне наступнай сістэмы дыферэнцыяльных раўнан-
няў у фармальных вытворных:

∂ ∂ϕ − = ∂ ∂ 
∂ =
∂ 

( , ),

( , ),

f g x y
z z
f h x y
z

(5)

дзе ,g h – зададзеныя камплексныя, або рэчаісныя, функцыі класа 1( )C D , дыферэнцыяль-

ныя аператары ∂
∂z

, ∂
∂z

вызначаны вышэй.

Увядзем зараз дуальныя функцыі = = + εϕ( ) ( , ) ( , )w w z f x y x y , = + εP z z , =Q z ( ε =2 0 ), 

а таксама дуальны дыферэнцыяльны аператар ∂ ∂ ∂
= − ε

∂ ∂ ∂
w w w
Q z z

.

Тады сістэму (5) можна, відавочна, запісаць у выглядзе:

∂
=

∂
( ) ( )w z A z
Q

, (6)

= − ε( ) ( ) ( )A z h z g z , =( ) ( , )h z h x y , =( ) ( , )g z g x y , = +z x iy , ( = −2 1i ), = = + ε( ) ( , ) ( , )w w z h x y g x y .

3



Матэматыка 29

Даследуем наступную краявую задачу: знайсці рашэнне = ∈ 1( ) ( )w w z C D раўнання (6) 
(сістэмы (5)), калі вядомы значэнні гэтага раўнання на граніцы C абсягу ⊂CD D .

Скарыстаем метад, які выкарыстоўваўся ў працы [12] для даследавання сістэм дыфе-
рэнцыяльных раўнанняў у частковых вытворных. 

Для любой дуальнай функцыі = ∈ 1( ) ( )w w z C D маем:

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      = + = −       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
∫ ∫ ∫∫ ,

CC C D

P P P PwdP w dx w dy w w dxdy
x y x y y x

дзе C – граніца любога абсягу ⊂CD D .
С другога боку,

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    = − − = − −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

1 1
2 2

w P w P w P Pw w
Q i x y y x i y x x y

.

Такім чынам, 
∂

=
∂∫ ∫∫2

CC D

wwdP i dxdy
Q

. (7)

Абазначым зараз праз γD абсяг, які атрыманы выключэннем з CD круга з цэнтрам 0z
і дастаткова малога радыуса ρ ; праз γ абазначым акружнасць, якая абмяжоўвае гэты круг.

Маем тады, аналагічна (7), формулу выгляду:

γγ

∂
− =

− − ∂ −∫ ∫ ∫∫
0 0 0

2
C D

wdP wdP w dxdyi
P P P P Q P P

, (8)

паколькі нескладана пераканацца, што ў абсягу γD

 ∂
= ∂ − 0

1 0
Q P P

,
 ∂ ∂

= ∂ − − ∂ 0 0

1w w
Q P P P P Q

.

Калі перайсці да ліміту пры ρ → 0 , то з формулы (8) знаходзім, што

 ∂ = − π − ∂ −  
∫ ∫∫0

0 0

1( ) 2
2

CC D

dP w dxdyw z w i
i P P Q P P

.

Такім чынам, сістэма (5) эквівалентная ў любым абсягу ⊂CD D наступнаму інтеграль-
наму раўнанню:

= −
π − π −∫ ∫∫0

0 0

1 1( ) ( ) ( )
2

CC D

dP dxdyw z w z A z
i P P P P

, (9)

дзе = = + ε( )P P z z z , = + ε0 0 0P z z , ∈z C , ∈0 Cz D , C – граніца абсягу CD , = − ε( ) ( ) ( )A z h z g z .
Заключэнне. Атрыманае інтэгральнае выяўленне Пампею – Фёдарава (9) і дае рашэнне 

сфармуляванай краявой задачы.
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