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© 1999 г. А. А. Черняк, Ж. А. Черняк 

Основным результатом статьи является теорема, раскрывающая комбина
торную структуру путей и сечений регулярных бинарных систем. В качестве 
ее прямых следствий получены следующие результаты: даны эффективные ал
горитмы определения надежности и минимальных сечений регулярных и уни
формных регулярных систем; получена конструктивная характеризация регу
лярных систем, являющихся матроидами; получены эффективно вычисляемые 
нижние оценки надежности и коэффициентов полинома надежности униформ
ных систем, достигаемые на регулярных системах. 

1. Введение 
Пусть Г = { 1 , . . . , п) — множество элементов, каждый из которых может находиться 
в состоянии исправности или отказа, причем элемент г из Т подвержен случайно
му (независимому от других элементов) отказу с вероятностью 1 — р, г = 1 , . . . , п. 
Система Т, в целом, также может находиться в состоянии отказа или исправности, 
которое опреджеляется состояниями ее элементов. Подмножество S СТ называется 
путем (сечением) если исправность (отказ) всех элементов из S влечет исправность 
(отказ) системы. При этом любое подмножество, содержащее S, также является пу
тем (сечением). Последнее свойство означает монотонность системы. 

Если 3? = {P i , . . . , P m } — множество всех минимальных (по включению) пу
тей, то пара [Т, &] называется монотонной бинарной системой, а ее надежность 
/г([Т, <^],р), где р — (p i , . . . ,Рп)5 определяется как вероятность наличия в системе 
хотя бы одного минимального пути, состоящего из исправных элементов. Если мощ
ности всех минимальных путей из $? равны г, то [Т, &\ называется г-униформной 
системой. 

Возможно также двойственное задание монотонной системы парой [Т,Щ, где 
ё% — { P i , . . . , Rs} — множество минимальных сечений. При этом надежность систе
мы равна единице минус вероятность наличия хотя бы одного сечения, состоящего 
из отказавших элементов. Отметим, что существуют эквивалентные формулировки 
понятия монотонных бинарных систем, использующие понятия гиперграфа и буле
вой функции. 

Проблема вычисления надежности монотонной бинарной системы является ал
горитмически трудной: доказано, что она остается NP-полной даже в классе 2-уни-
формных систем ограниченной плотности [1-4]. Ввиду этого факта актуальны уси
лия, направленные на нахождение достаточно представительных классов бинарных 
систем, надежность которых полиномиально вычислима. Не менее важной задачей 
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является поиск эффективно вычислимых оценок надежности и коэффициентов по
линома надежности униформных систем [5-6]. 

Хорошо известен класс так называемых шелленговых систем, в котором пробле
ма вчисления надежности полиномиально разрешима [1,7]. Интерес к нему обуслов
лен прежде всего тем, что шелленговыми являются такие комбинаторные структу
ры, как матроидальные и регулярные системы, играющие важную роль в пороговой 
логике и целочисленном программировании (см., например, [8-11]). 

В данной статье рассматриваются собственно регулярные системы, независимо 
от свойств более общих классов систем. Основной результат — это теорема 1, харак
теризующая комбинаторную структуру путей и сечений регулярной системы. Уни
версальность теоремы 1 раскрывается в следствиях 1 - 7, в которых , в частности, 
содержатся следующие результаты. 

Получен алгоритм, вычисляющий с временной сложностью 0(m4-n|fi*|) надеж
ность и коэффициенты полинома надежности регулярной системы, где О* опреде
ляется в следующем параграфе. 

Доказано, что за время 0(т 4- п|П*|) и 0(т) соответственно можно определить 
множество минимальных сечений регулярной и r-униформной регулярной системы. 
Получена верхняя оценка числа минимальных сечений регулярной системы, задан
ной совокупностью своих мнимальных путей. Эти результаты усиливают соответст
вующие результаты, полученные в [11, 12]. 

Получена конструктивная характеризация регулярных систем, являющихся мат-
роидом. В отличие от известного критерия из [9], такая характеризация позволяет 
эффективно генерировать системы с такими свойствами. 

Пороговые и мультипороговые графы являются срециальными случаями уни
формных регулярных систем. Именно в этих классах графов достигаются нижние 
оценки надежности. Более точно, в [13] было показано, что существует последова
тельность преобразований сдвига [14, 15], приводящая к пороговому графу, достав
ляющему эффективно вычисляемую оценку полинома надежности исходного графа. 

В данной статье понятие преобразования сдвига обобщено на классы униформ
ных систем. Получены эффективно вычисляемые нижние оценки надежности уни
формной системы, достигаемые на регулярных системах. 

2. Основные определения 
Характеристическим вектором подмножества ACT называется такой (0,1) п-век-
тор х — ( # 1 , . . . ,жп), что [хг — 1) <=$• (г € А). При этом ind(#) обозначает 
множество {г: Xi = 1}. 

Пусть Q — {u i , . . . , u w } — множество характеристических векторов минималь
ных путей системы [Г, £*]. Положим f(x) = 1, если х ^ щ для некоторого щ € £), и 
f(x) = 0 в противном случае. Функция / называется структурной функцией системы 
рГ, ft] (всюду в дальнейшем вместо символа 3? используется символ П). Вектор х на
зывается вектором исправного (отказового) состояния системы рГ, fl], если f(x) = 1 
(f(x) = 0). Для краткости такие векторы будем обозначать РВ и ОВ соответственно. 

Скажем, что х является левым сдвигом вектора у (или у является правым сдви
гом вектора ж), если ind(x) - { п , . . . , г г } , ind(y) = { j i , . . . , j r } , i\ < jfi , . . . ,гг ^ j r . 
Система [Г, fi] называется регулярной, если множество всех РВ замкнуто относи
тельно левых сдвигов. Система [Т, О] является матроидом, если совокупность под-
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множеств, характеристическими векторами которых являются ОВ, удовлетворяет 
аксиомам независимости матроида. 

Вектор х называется максимальным ОВ, если любой вектор у такой, что у > х, 
является РВ. 

Введем дополнительные обозначения. Пусть е̂  — характеристический вектор од
ноэлементного множества {г}; ф обозначает операцию булева сложения; 

X — X — €-гп{х)) 

тах{г: г е ind(x)}, если ind(x) ф 0 , 
если ind(x) = 0 , 

ind(x,i) = {j: j € ind(x), j > г}, 
j(x 0 y ) — т т { г : i G ind(x 0 2/)}, 

/ж* 4- eTO(a.)^i, если т(х) Ф n, 
sn(x) = \ v 7 

[ ж * - е т ( ж . ) , еслит(ж) = п , а ; ^ е п , 
(ж; у) = {z: x<^z < у}, 
[х)У] = (x;y)U{x,y}, 

. N j maxji; x» = l,ind(x, г) < т(ж) - г}, t(x) = < 
10, если таких г не существует. 

Отметим, что ind(x, г) < т(х) — г и <С означает отношение линейного порядка. 
Вектор ж* называется первой производной вектора х. Результат последовательно-

го применения А: операций * к х называется fc-й производной вектора х. Сам вектор 
х считается нулевой производной х. 

Пусть у есть (к - 1)-я производная х и s = т(у). Тогда вектор у* -f e5+i -f . . . + еп 
называется замыканием вектора х и обозначается x[s] (если s = n, то x[s] = у*). 
Отметим, что ж имеет ind(x) замыканий. 

Для данного вектора х обозначим через Ф(х) вектор у из О такой, что х = у* и 
у имеет максимальную величину т(у). Вектор Ф(х) будем называть первообразной 
вектора х. 

Позиционным представлением вектора х называется n-вектор, компонентами ко-
торого являются элементы множества ind(x), упорядоченные по возрастанию и до
полненные в конце нулями. Будем предполагать, что линейный порядок на множест
ве (0,1) n-векторов индуцируется лексикографическим порядком их позиционных 
представлений. 

Через Ф* обозначим множество всех первых производных векторов из П, упоря
доченное строго по возрастанию относительно порядка <С. Добавим так называемый 
фиктивный вектор d, следующий за всеми (0,1) n-векторами (фиктивный вектор бу
дем считать ОВ). 

Для вектора вероятностей р = (pXl... ,рп) обозначим через Р(х \ г ^ к) произве
дение р(хх).. .p(xfc), где для г = 1 , . . . ,п 

Г pi, если х{ = 1, 
P(*i) = < л п 

II - р ^ еСЛИ Xi — 0. 
Величина Р(х | г ^ п) называется вероятностным весом вектора х. Надежность 
Л ([Г, Щ,р) системы [Г, Щ есть сумма вероятностных весов всех РВ функции / . 
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Пусть hi — число РВ х таких, что |ind(x)| = г, и пусть р\ — . . . = рп — р. Тогда 
выражение Х)Г=1 ̂ гРг{^ ~Pi)n~\ равное величине Л([Т, ft],p), называется полиномом 
надежности с коэффициентами hi, г = 1 , . . . , п. 

3. Регулярные системы 
Теорема 1. Пусть [Т, Щ — регулярная система, v и w — два последовательных 
вектора из Q,*U{d}, и = Ф(х). Тогда все векторы сегмента А — (v,sh(u)) являются 
РВ, а все векторы сегмента В = (sh(u),w) являются ОВ. Кроме того, и е А. 

Прежде чем перейти к доказательству теоремы, сформулируем и докажем три 
свойства порядка <С. 

Свойство 1. Пусть k = j(x 0 у). Тогда ж < у , тогда и только тогда, когда 

Хк = 1, Ук = 0, га(у) > к 

или 

%к = О, ук = 1, т(х) < к. 

Это свойство прямо следует из определения порядка <С 

Свойство 2. Если вектор х является РВ, а вектор х* является ОВ, то х € П. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть существует вектор у, являющий
ся РВ, такой, что у < х. Тогда т(у) = т(х), ибо иначе у ^ х*. Отсюда следует, что 
yi — 0 и х — 1 для некоторого г < т(х). В этом случае z = у* 4-вг ^ х*. Но z является 
левым сдвигом у, то есть z является РВ, что противоречит последнему неравенству. 

Свойство 3. Пусть ж = г * и ж < у < г . Тогда т(х) < j(x 0 у) < m(z). 

Доказательство. Предположим, что k = j(x 0 у) ^ m(z). Если к = m(z), тогда 
ук = 1, ввиду того, что xm(z) = 0. Отсюда следует, что j ( x 0 y ) > m(z) и у ^ е у ) = *• 
Но в этом случае m(z) > j (x 0 у) по свойству 1, примененному к у « г. Получаем 
противоречие. Если к > ra(z), то ym(z) = 0- Отсюда следует, что j(y 0 z) = m(z). Но 
в этом случае, по свойству 1, т(у) ^ к > j(y 0 z) > га(у), что невозможно. 

Предположим, что к < т(х). Тогда х^ - 1, у к = 0? го(у) > к по свойству 1, 
примененному к х <С у, и Zk = 1, Л?/ 0 я) = fc. Следовательно, по свойству 1, 
примененному к у « 2, т ( у ) < /с. Получаем противоречие. 

Доказательство теоремы 1. Перейдем к доказательству теоремы. Рассмотрим про
извольный вектор х из (?;, и). Пусть k = j(v 0 х). Вначале предположим, что ж б Л 
и х ф и. Если т(и) = п, то (it,sh(u)) = 0 , то есть х € (v,u). Если т(и) ф п, то 
(sh(u))* = и* = v. В любом случае, по свойству 3, m(v) < к ^ m(u), что влечет 
включение ind(v) U {к} С ind(x). 

Зададим теперь вектор у так, что ind(y) = ind(i;) U {к}. Тогда или у совпадает 
с и, или является его левым сдвигом. Ввиду регулярности [Г,П] вектор у является 
РВ. Следовательно, ж — также РВ, ибо у ^ х. 

Рассмотрим вектор sh(u). Если т(и) = п, то sh(u) является правым сдвигом v, то 
есть sh(tx) есть ОВ. Пусть т(и) < п. Тогда m(sh(u)) > m(u) и (sh(u))* = v. Отсюда, 
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по определению первообразной, sh(it) ^ П. По свойству 2 вектор sh(u) не является 
ОВ. 

Сегмент А, как показано выше, состоит из РВ, поэтому w £ А, и е А, 
Предположим теперь, что х € В и х является РВ.. Обозначим через у вектор, 

являющийся РВ, такой, что у получается из х последовательностью операций *, и 
у* есть ОВ (возможно, у = х). В силу свойства 2 у £ П, у* е П*. Кроме того, 
согласно свойству 1, у* < у < а ; < ^ . Если Vk = 0, то m(v) < к согласно свойству 1, 
примененному K V < I . НО тогда либо v = у* и в этом случае у* есть правый сдвиг 
вектора sh(u), являющегося ОВ, что невозможно, либо v <^ у* по свойству 1, и в 
этим случае у* € (v,w), что противоречит предположению теоремы. Таким образом, 
Vk — 1 и для некоторого г, согласно свойству 1, хг = 1, Хг — О, г — /с, /с + 1 , . . . , г — 1. 

Если т(у) = г, то z = у* + е^ ^ г> и вектор 2 есть левый сдвиг вектора t/, 
являющегося РВ. Следовательно, v является РВ, что невозможно. Если т(у) > г, 
то у* = 1, j(y* 0 г?) = /с, у£ = 0. По свойству 1, г> <С ?/*, то есть г/* € (г>,к;). Это 
противоречит предположению теоремы. 

Ниже приводится алгоритм R-REG, вычисляющий надежность /i([T, П],р) регу
лярной системы [Т,О] и коэффициенты /ц, г = 1 , . . . ,п, полинома надежности. Как 
обычно, (*) означает биномиальный коэффициент, или число сочетаний из 5 по t, 
причем (*) = 0 , если t > s. 

Алгоритм R-REG. Шаг 1. Для данной регулярной системы Т, О] образовать мно
жество Л* первых производных векторов из Q, и упорядочить его по возраста
нию относительно <С 

Шаг 2. Л : = 0 ; 
for г = 1 , . . . , n do hi := 0; 
while П* ф 0 do г> := min{x: x e Л*}; 
гх :— Ф(г>); 
h := h -f P(v | г < m(v)) - P(v \ i ^ m(u)); 
for t = |ind(i>)| + 1 , . . . , n do к := t - |ind(t?)|; 
s :— n — m,(v); 
I := n — m(u); 

Л* :=ГГ \ { u } ; 
end. 

Следствие 1. Алгоритм R-REG вычисляет надежность и полином надежности 
регулярной системы [Т, Л] за время 0(т + п|Л*|). 

Доказательство. Время выполнения шага 1 алгоритма есть 0 ( т + п|П*|) (см. [16]). 
Время выполнения шага 2 есть 0(п|Л*|). Величина P(v \ г ^ m(v)) есть сумма веро
ятностных весов всех векторов из сегмента [v,sh(v)). Величина Р(г; | г ^ т(и)) есть 
сумма вероятностных весов всех векторов из сегмента {г;} U [sh(ix),sh(v)).- Отметим, 
что если т(и) = п, то sh(u) = sh(v) и [sh(u),sh(v)) = 0 . Следовательно, разность 
между этими величинами есть сумма вероятностных весов всех векторов из сегмента 
(v,sh(ii)). Остальное следует из теоремы 1. 
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Следствие 2. Пусть [Т, ft] — регулярная система, v uw — два последовательных 
вектора из ft* U {d}, и = Ф(У), х е [v,w), 

k = (j{v®w), w^d, 
[0, w = d 

Тогда х является максимальным OB, тогда и только тогда, когда х — u[s\ для 
некоторого s > к. 

Доказательство. Докажем достаточность. Пусть х = u[s], s > k. Если 5 = п, то 
х = v. Если s ^ n , то х € [sh(u),w) по определению порядка < , и в этом случае х 
также является ОВ по теореме 1. 

Предположим, что существует вектор t/, являющийся ОВ, такой, что х < у. Без 
ограничения общности можно считать, что у — х — ег. Тогда г ^ s по определению 
замыкания. Положим z = х + es. Вектор z является правым сдвигом у, то есть 
является ОВ. Но и ^ z. Получаем противоречие. 

Докажем необходимость. Предположим, что х является максимальным ОВ. Если 
т(и) — п, то v = и[п]. Если т(и) < п, то v < u[m(u)) и, следовательно, v не является 
максимальным ОВ. Поэтому в силу теоремы 1 либо х = v — и[п] и тогда утверждение 
доказано, либо х е [sh(u),w). 

Заметим, что ситуация v < w невозможна, ибо v,w € ft*. Поэтому в силу тео
ремы 1 и*; = 1, itffc = 0, m(w) > к. Кроме того? Wk+i = ги&+2 = . . . = Wm(w) ВВВДУ 
отсутствия векторов из ft* в сегменте \v,w). 

Положим I = |ind(u, fc)|, OLQ = u, as = a*_l5 5 = 1 , . . . , / . Тогда по свойству 1 (при 
m(u) = n, s = 1 , . . . , I — 1) 

sh(a5) < u[m(as)] ^ sh(as+i), s = 1 , . . . , Z - 1, 
sh(a/) < w. 

Очевидно, что у ^ u[ra(as)] для любого у из [sh(as), sh(a s = i)) и у < w для любого 
у из [sh(a/),w). Но 

Z - 1 

[sh(u),w) = |J[sh(a5) ,sh(a s+i)) U [sh(aj),w). 
s=0 

Поэтому, ввиду максимальности х, х = u[s] для некоторого s > к. 

Очевидно, что х является максимальным ОВ тогда и только тогда, когда вектор 
( 1 , . . . , 1)0ж является характеристическим вектором минимального сечения системы 
[Т, &]. Поэтому из следствия 2 вытекают следующие утверждения. 

Следствие 3. Число минимальный сечений регулярной системы [Т, ft] не превос
ходит 1 + ^X£Q* |ind(x)|, причем эта оценнка достижима при каждом значении 
\ft*\. 

Доказательство. Сама оценка прямо вытекает из следствия 2. Достижимость этой 
оценки при произвольном значении |0*| следует из следующего примера 2-униформ-
ной регулярной системы. 
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Пусть Т = {1 ,2 , . . . , 2/с}, ^ состоит из всех таких минимальный путей {г, j } , для 
которых г < j , г ^ fc, г + j ^ 2fc + 1. Очевидно, |П*| = fc, а из следствия 2 вытекает, 
что число минимальных сечений системы [Т, &\ равно 

fe-hl = 1 + ] Г |ind(x)|. 
х£П* 

Следствие 4. Минимальные сечения регулярной системы [Т, £2] могут быть оп
ределены за время 0(т + п|П*|). 

Замечание 1. Следствие 4 усиливает соответствующие результаты из [11, 12], где 
временная сложность приведенных алгоритмов равна 0(п3т). 

Следствие 5. Минимальные сечения г-униформной регулярной системы [Т, П] мо
гут быть определены за время 0(т). 

Следующая очевидная лемма является переформулировкой аксиом баз матрои-
да. 

Лемма 1. Система [Т, О] явялется матроидом тогда и только тогда, когда для 
любых двух максимальных ОВ х и у выполняются условия |ind(a;)| = |ind(y)|; для 
любого г G ind(x) П ind(x ф у) существует такое j € ind(y) П ind(x ф у), что вектор 
х — Ci + ej является ОВ. 

В дальнейшем а обозначает первый элемент в П*, q = т(Ф(а)). Так как РВ 
инвариантны относительно левых сдвигов, ind(a) = { 1 , . . . ,р}, р < q. 

Следствие 6. Регулярная система [Т, П] является матроидом тогда и только 
тогда, когда для каждого v € Q,* 

t(u) < к, т(и) ^ q, |ind(it)| = р — q 4-1 + т(и), 

где и = Ф(у), к то же, что и в условии следствия 2. 

Доказательство. Докажем необходимость. В силу следствия 2 векторы х = it[m(u)], 
Ъ = Ф(а)[д] являются максимальными ОВ. Поэтому по лемме 1 

р + п — q — |ind(6)| — |ind(:r)| — |ind(w)| — 1 -f n — m(u). 

Предположим, что t = t(u) > k. В силу следствия 2 вектор у = u[t] является 
максимальным ОВ. Поэтому 

р + п — q — |ind(y)| = |ind(w)| - |ind(u,t)| — \ + n — t 
> |ind(u)| - (m(u) -t)-l + n-t = p + n-q, 

что невозможно. 
Предположим теперь, что т(и) > q. Пусть s — максимальный элемент в мно

жестве ind(fc) П ind(6 ф х). Очевидно, что s = m(u). Поэтому существует элемент 
г € md(b)n'md(b®x) такой, что г ^ q, и вектор у = Ь — es + er является ОВ. Но тогда 
(п — q — 1)-я производная вектора у является левым сдвигом Ф(а), то есть является 
РВ. Получаем противоречие. 
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Докажем теперь достаточность. Пусть ж — произвольный максимальный О В из 
сегмента [v,w). Тогда х = u[s] для некоторого q ^ s > k ^ t(u) в силу следствия 2. 
Из определения t(u) следует, что ind(u, s) = m(u) — s, откуда 

|ик1(ж)| = |ind(u)| — |ind(u, s)| — 1 + и - s 
= |ind(u)| — m(u) — 1 + n = p — g-fn— |ind(6)|. 

Кроме того, {q + 1, . . • , n} С ind(x). 
Пусть теперь у — произвольный максимальный OB из некоторого сегмента [v\, wi), 

где i>i, w;i — последовательные векторы из ft* (возможно, г? = г>1, w+wi) , ui = $'(^i), 
fci = i(^i Ф Wi)- Тогда у — u\\s^\ для некоторого q ^ s\ > k\ ^ t(u\) и |ind(y)| = 
|ind(fc)|, {g + 1 , . . . ,n}Cind(y) . 

Пусть г G ind(x) П ind(x ф у), j G ind(y) П нк1(ж 0 у). Тогда по определению 
замыкания г ^ g, j ^ g. Кроме того, ind(b) — { 1 , . . . ,p, g -f 1 , . . . , n}. Поэтому вектор 
x — ei + ej является (впрочем, как и векторы ж, у) правым сдвигом 6, то есть является 
ОВ. Достаточность следует теперь из леммы 1. 

Следствие 7. Регулярная (р + I)-униформная (р ^ 1) система [Т, &\ является 
матроидом тогда и только тогда, когда & является реберным множеством пол
ного гиперграфа с множеством вершин Pi U . . . U Рт. 

Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходимость. По условию 
для любого vGfl* 

|ша(Ф(1;))| = | т а ( Ф ( а ) ) | = р + 1, 
откуда, q = т(Ф(у)) согласно следствию 6. Осталось показать, что любой вектор ж, 
для которого |ind(x)| = р и га(ж) < д, принадлежит ft*. Предположим противное 
и выберем наименьший относительно порядка <С вектор х с такими свойствами, не 
принадлежащий ft*. Пусть s = тах{г: ж* = 0,ик1(ж,г) = {г + 1 , . . . , га(ж)}}, I = 
т(х) — s — 1. Обозначим у такой вектор, что j (x 0 у) = s и 

ind(i/, s) = {q - Z, q - / + 1 , . . . , q - 1}. 

Очевидно, что £(Ф(?/)) = s. Так как у С х , Tot/G О*. Если теперь z — вектор из ft*, 
следующий за у и А: = j(y®z), то по следствию 6 s ^ k.B доказательстве следствия 2 
показано, что уь = 1, 2^ = 0, Zfc+i = . . . = г т( г) = 1. Отсюда, с учетом того, что 
|ind(z)| = р, получаем, что к = s, и, следовательно, z — х. Получаем противоречие. 

4. Униформные бинарные системы 
В этой главе все рассматриваемые системы считаются униформными. Приведем вна
чале несколько определений. Для n-вектора х назовем {г, jj-проекцией (или, экви
валентно, {j>, г}-проекцией) (п — 2)-вектор ж{г, j } , полученный из х исключением г-й 
и j-й компонент. 

Введем обозначение ft(fc,Z) = {ж: ж € ft,ж& = 1,ж/ = 0}. Тогда ft(A;,Z) будет 
обозначать множество {А:,/}-проекций всех векторов из П(к,1). 

Скажем, что система [Т, ft'] получается из [Т, ft] преобразованием сдвига (&,!, ft), 
если каждый вектор и из ft(fc,Z) такой, что u{A:,Z} ф ft(&,/), заменяется вектором 
гх - е\ -Ь efc. В этом случае мы пишем [Т, ft'] = shift(fc, /, ft). 

Определим порядок ~ на множестве Т, полагая к ~ Z, если и только если ft(J, к) С 
ft(M). 
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Лемма 2 ([10]). Система [Т, ft] регулярна тогда и только тогда, когда 1 ~ . . . ~ п. 

Лемма 3. Пусть [T,ft'] = shift(fc,Z,ft), p* < pj. Тогда hx = ft([T,ft],p) ^ ft2 = • 
М[Г,П'],Р). 

Доказательство. Определим отображение р, заданное на множестве ОВ системы 
[Т, ft], полагая д(х) — х — ек + е*, если х/ = 0 и z ̂  х для некоторого вектора г такого, 
что Zk = 1 и z — ек + е/ G ft, и #(х) = х в противном случае. 

Докажем вначале, что g — инъективное отображение и каждый вектор д(х) яв
ляется ОВ системы [Т, ft']. 

Пусть х и у являются ОВ системы [Т, ft], причем хфу, д(х) = #(у). Тогда точно 
один из векторов х, у, скажем, у, неподвижен относительно #, то есть у(у) = у, 
#(х) = х — еь + е\. По определению # существует вектор z такой, что z — е& + е\ < 
х — ек + ej = #(х) = #(у) = у и z — ек + е/ G ft. Отсюда следует, что у есть РВ. 
Получаем противоречие. 

Теперь предположим, что д(х) является РВ системы [Т,ft']. Другими словами, 
д(х) ^ z для некоторого вектора z из ft'. Если д(х) = х, то z £ П, поскольку х 
является ОВ системы [Т, ft] и z ^ х. Следовательно, z € ft'(fc,Z) и z — ек + е/ G ft. 
А это, по определению #, означает, что х/ = 1. Но тогда г — е& + ej ^ х, то есть х 
является РВ, что невозможно. Пусть д[х) — х — е& + е/. Так как Zfc = 0, то z 6 ft П ft'. 
Кроме того, z\ = 1, ибо иначе г ^ х. Следовательно, z € ft(Z,fc) и существует у 
из ft(Z,fc) такой, что y{fc,/} = z{fc,Z}. Но тогда у < х и х является РВ. Получаем 
противоречие. 

Из предыдущих свойств отображения д следует, что 

1 - Л 2 = 5 3 Р(У)^ 5 3 РОК*))^ 5 3 р(х) = 1- /ц . 
/ Ч У ) = О / ( Х ) = О / ( Х ) = О 

Последнее неравенство следует из очевидных соотношений 

р(д(х^ = Ых)> еслих-у(х), 
\p(x)pi(l - Рк)/(Рк{1 - Pi)), если х ̂  #(х). 

Из свойств отображения д, полученных при доказательстве леммы 3, вытекает 
следующее утверждение. 

Лемма 4. Пусть [Т, ft'] = shift(fc,Z,ft). Тогда коэффициенты полинома надежнос
ти системы [Т, ft'] не превосходят соответствующих коэффициентов полинома 
надежности системы [Т, ft]. 

Лемма 5. Пусть [Г, ft'] = shift (r, Z, ft) и г > s в [Т, ft']. Тогда г > н [Г, ft']. 

Доказательство. По определению преобразования сдвига, ft'(JTr) С ft(s7r0, ft(rv?) С 
ft'(rTs). По определению порядка >, ft(s, r) С ft(r, 5). Ввиду предшествующих вклю
чений ft'(г, 5) С ft'(r, s), а это означает, что г > 5 в [Т, ft']. 

Лемма 6. Пусть [Г, ft'] = shift(s,Z, ft) и г > s, г >1 в [Т, ft]. Тогда те же соотно
шения между г, s и I справедливы и в [Т, ft']. 
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Доказательство. Вначале выберем вектор х из множества ГУ(з7^) \ Щз^г). Такой 
выбор х означает, что у ==_ х — es + е\ е Щ1,г) и уг = 0. Так как г > I в [Т, Г2], 
существует вектор г € П(г, Z) такой, что г{г, /} = ?/{г, / } . Отсюда следует, что zs — 0, 
z е ГУ (г, 5) и г{г, 5} = ж{г, s}. Итак, доказано, что ж{г, 5} e ГУ (г, s). 

Теперь выберем вектор ж из множества П(ИГ/г). Поскольку г > 5 в [Г, П], сущест
вует вектор у е Q,(r^~s) такой, что x{r, s} = ?/{r, s}. Если у € ГУ, то x{r, s} € ГУ(г, s). 
Пусть у £ £1*. Это выполняется, только если у\ = 1. Следовательно, ж/ = 1. Так 
как г > / в [Т, П], существует вектор z € П(г,/) такой, что z{r,l} — ж{г,/}. Но в 
этом случае z £ fl(sj) и y{s,l} = z{s,l}. Отсюда следует, что у е ГУ, получаем 
противоречие. 

Таким образом, доказано, что ж{г, s} € Г]'(г, s) для каждого х из ГУ($7г). Поэтому 
г>зв{Т,П'\. 

Поскольку г > 5 и s > I в [Т, ГУ], ввиду транзитивности порядка, г > I в [Т, ГУ]. 
Лемма доказана. 

Лемма 7. Пусть [Т,ГУ] = shift(A:,/,0) w r,5,/с,/ различны и г > s в [Т,Г2]. Тогда 
Г > 5 в [ Г , П ' ] . 

Доказательство. Выберем произвольный вектор х в 0'(s7^). Предположим внача
ле, что х ф П. Это выполняется, только если г£ = х — е& + е\ содержится в 0('§7^)-
Поскольку г > s в [Г, П], существует вектор у в П(гу£) такой, что y{r, s} = u{r, s}. 
Если у <̂  ГУ, то го = у — ег + е& £ П'(г, s) и w{r, s} = x{r, 5}. Если же у е ГУ, то су
ществует вектор г в 0(/с,/) такой, что z{/c,Z} = y{k,l}. Но г G ГУ и #{r, s} = z{r, s}. 
Таким образом, в любом случае x{r, s} € Qf(r, s). 

Теперь предположим, что х Е ft. Так как r > s B [Т, Г2], существует вектор у в 
£l(lys) такой, что 'у{г, s} 4- x{r, s}. Если Xk = 1 или х^ — х\ — 0, то #, у £ flf и снова 
x{r,s} Е О'(г, 5). Пусть Xk = 0 и ж/ = 1. Так как ж 6 ГУ П О, существует вектор 
z в Г2(&,£) такой, что z{k,l} = #{&,/}. Отсюда следует, что z Е 0(&,Z). Последнее 
включение означает существование вектора и в D(rys) такого, что u{r, s} = z{r,s}. 
Но в этом случае гх £ П(/с, /") и и{/с, /} = у{к, / } , то есть у € Г2;. В результате получаем, 
что справедливо включение x{r, s} £ ГУ (г, s). 

В силу произвольности выбора х заключаем, что г > s в [Т, ГУ]. Лемма доказана. 

Алгоритм R-SHIFT. Шаг 1. Переупорядочить элементы множества Т униформ
ной системы [Т, П] так, что pi ^ . . . ^ рп. 

Шаг 2. for г = 1, 2 , . . . , п - 1 do 
f or j = г + 1 , . . . , n do [T, fi'] := shift (г, j , П); [T, П] := [Г, 1У]; 

[Г,Г2']:-[Г,П]. 

Из лемм 2-7 вытекает следующее утверждение. 

Теорема 2. Ллгориш^ R-SHIFT за полиномиальное время строит регулярную сис
тему [Т, ГУ], wa которой достигаются нижние оценки надежности и коэффици
ентов полинома нажежности исходной системы [Т, О]. 
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