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Математические заметки 
том H i выпуск 4 апрельТЭЭО 

МИНИМАЛЬНЫЕ ГАМИЛЬТОНОВЫ ГРАФЫ 
С ПРЕДПИСАННЫМИ СТЕПЕННЫМИ МНОЖЕСТВАМИ 

А. А. Черняк 

Хорошо известна проблема определения наименьшего поряд
ка fxH (S) гамильтонова графа, имеющего предписанное мно
жество S степеней вершин (степенное множество). Частичное ее 
решение было получено Лисняк, Полимени и Вандерьяктом [1] 
и Зверовичем [2]. В настоящей работе эта задача решена пол
ностью (теорема 1). Из теоремы 1 вытекает исчерпывающее опи
сание наборов {S | р} , для которых существуют р-вершинные 
гамильтоновы графы со степенным множеством S (реализации на
бора {S | р}). 

На основе теоремы 1 получено полное описание наборов {S \ р}, 
реализуемых вычерчиваемыми р-вершинными графами, т. е. гра
фами с гамильтоновой цепью (теорема 2). Отметим, что гамильто-
новость и вычерчиваемость, а также проходимость графов (см. 
[1, 3]) — все известные в настоящее время теоретико-графовые 
свойства Р (не считая тривиально решаемых случаев [4, 5]), для 
которых удалось полностью решить задачу определения \лр (S) — 
наименьшего порядка графа со степенным множеством S и со 
свойством Р. 

Пусть 1 < кх < . . . < кп < р, i j , p G N • (i = 1, п). На
бор 

{S | p } = {Alf . . . , кп\р) (1) 

называют графическим, если существует р-вершинный граф со 
степенным множеством S — реализация набора (1). Набор (1) 
называют гамилътоновым, если он реализуем гамильтоновым гра
фом. 

Все рассматриваемые здесь графы конечные, неориентирован
ные, без петель и кратных ребер. 

Обозначения: VG — множество вершин графа G; Кт, п , Кп — 
соответственно полные двудольный (т, ?г)-вершинный и тг-вер-
шинный графы; G (W) — подграф, порожденный подмножеством 
W CI VG; 0 — бинарная операция «присоединения» на графах: 
F = G 0 Я , где VG f] VH = 0 , VF = VG \J VH, F (VG) = G, 
F (VH) = H и каждая вершина из VG смежна в F с каждой вер-
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шиной из VH; degG и — степень вершины и в графе G; (и, и) — 
ребро с концевыми вершинами и, v. 

Скажем, что набор (1) допускает усечение, если кг = 1, п > 3, 
р = кп + 1, при этом набор {к2 — 1, . . ., /cn_x — 1 | р — 2} будем 
называть усечением набора (1). Конечная цепочка усечений при
водит к набору, не допускающему усечений, который назовем 
производной первоначального набора. 

ЛЕММА 1 [1]. Наборы 
{2,t\t + l},t> 4, (2) 

негамилътоновы. 
ЛЕММА 2. Наборы 
{2, . . ., /, *, . . ., t + f - 2 \t + j - 1},j > 3, t > 2/ - 1, (3) 

негамилътоновы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное: существу

ет гамильтонова реализация G набора (3). Пусть VG = V1 U V2, 
где V1 — множество вершин со степенями из {2, . . . , / } , V2 — мно
жество вершин со степенями из {£, . . ., t + / — 2}, Н — двудоль
ный подграф, полученный из G удалением ребер подграфов G (Fx) 
и G (V2), St — сумма степеней вершин из Vt в графе # ( £ = 1,2). 
Положим \V2\ = x+j — 1, I ^i I — £ — х, где 0 <; х <^ t — 
— / + 1. Тогда 

5а >(* + 1) (* - * - / + 2) +2ilJ((* + 0 - (* + 7 ~ 2)) = MIN. 
Оценим сверху St. Если С — гамильтонов цикл в G, то подграф 
G (Уг) содержит по крайней мере у ребер цикла С, где 

у = max {0, * + у - 1 - 2 (я + / - 1)}. (4) 
Поэтому 

^ < Я:1 (1 + 0 + 7(̂  — ^ — 7 + 1) - 2у = МАХ. 
Очевидно, MIN <^ S2 = S^ <^ MAX. Из предыдущего непо

средственно вытекает, что последнее неравенство равносильно не
равенству 

О < х2 - х (3 + t - /) + t - 2у = f (х). (5) 

Если у = 0, то 
(* - 7 + 1)/2 < х < t - / + 1, / (t - ; + 1). = 

= - (* - 2/ + 2 ) < О, 
/ ((* - / + 1)/2) = - (t (t - 2 / + 1) + (/ - З)2 + 

+ (* - 4)) < О, 
что противоречит (5). То же самое при у > 0 (0 -^ я ^ (£ —• / + 
+ 1)/2). Лемма доказана. 

Те же счетные аргументы применимы при доказательстве сле
дующей леммы. 
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ЛЕММА 3. Наборы 
{2, 3, t, t + 2 | t + 3}, t > 7; (6) 
{2, 4, t, t + 1 \t + 2}, t > 8, (7) 

негамилътоновы. 
ЛЕММА 4 [2]. Если ркг-. . .-/сп четно и либо кх > 3, ./шбо тг 

нечетно, кг = 2, то набор (1) гамилътонов, за исключением случая 
{3, 2* | 2* + 2}, г > 4. Если к j — 2, и четно, р ^ кп -\- 2, то 
набор (1) также гамилътонов, 

ЛЕММА 5. Наборы (6) при t - 4, 5, 6 и (7) ири * = 5, 6, 7 
гамильтоновы. 

Гамильтоновы реализации некоторых из наборов, перечислен
ных в лемме 5, приведены на рис. 1. 

Рис 1 

ЛЕММА 6. Наборы 
{2, 3, . . . , / + 1,* + 1, . . . , * + / - 1 , * + / + i\t + j + 2}, 

/ > 3 , * > 2 / - 1 ; (8) 
{2, 4, . . . , / + 2, * + 2, . . ., t + U t + j + 1 \t + ] + 2}, 

; > 3 , * > 2 / - 1 ; (9) 
{2, 3, 5, 2* + 2, 21 + 4, 2* + 5 | 2t + 6}, t > 4; (10) 
{2, 3, 4, * + 1, t + 3, * + 5 \t + 6}, * > 7; (И) 
{2, 3, 5, t + 1, * + 2, * + 4 U + 5}, t > 8; (12) 
{2, 4, 5, * + 2, * + 4, t + 5 | * + 6}, t > 7; (13) 
{2, 3, 4, 5, * + 2, * + 4, * + 5, * + 6 \t + 7}, * > 7; (14) 
{2, 3, 4, 6, t + 2, * + 3, t + 4, t + 5 U + 6}, * > 8; (15) 
{ 2 , 4 , M + 2 , H M + 4 | H 5 } , * > 8; (16) 

гамильтоновы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Рассмотрим набор (8). В силу 

леммы 4 набор {2, . . . , / , t, . . ., t + j — 2 | t + /} гамилътонов. 
Пусть Я — его гамильтонова реализация. В Н найдутся две вер
шины одинаковой степени. Пусть v — одна из них, и — сосед-
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яяя с v вершина по гамильтонову циклу. Очевидно, граф G @-\v — 
реализация набора 

{3, . . ., / + 1, t + 1, . . ., t + j - 1, t + / \t + ] + 1}, 

и G имеет гамильтонов цикл С, в котором вершины и, w, v распо
ложены последовательно. Если degG (и) ф, {] + 1, t + / — 1}, то 
граф G + (z, w) + (z, v) — гамильтонова реализация (8) (z ф VG). 
Если же degGv е {/ + 1, t + / — 1}, то граф G + (z, w) + 
+ (z, гг) — (и, v) — гамильтонова реализация набора (8). 

Для набора (9) рассуждения аналогичны. 
2) Рассмотрим набор (10). Добавим к K2t+3 вершины vx, i;2, i;3, 

обозначив полученный граф Н. Пусть zt £Е F # (& = 1, 5). До
бавим к Н ребра (ZJ, vt) (i = 1, 3, / = 1, 2); (zt, vt) (i = 2, 3); 
(v3, zt) (i = 4, 5) и исключим (z4, z5). Полученный граф — искомая 
реализация набора (10). 

Рассуждения для наборов (И) — (14) аналогичны. 
3) Рассмотрим набор (15). Пусть Н — двудольный граф с до

лями Ъ = {иг, v2, v3}, Л = {аг, . . ., ам}, полученный из K3i t+i 
удалением ребер (v3, at+x), (v3, at), (v2, at+i). Добавим к Н ребра 
К » ^2)> (У2» vs), (*>i, ^з)> а также £ — 2 ребер (аг, a;+i) (i = 1, t — 3), 
(a;_2, ax). Добавим также концевое ребро (z, a*+i) (z ^ УЯ). По
лученный граф G — реализация с гамильтоновой цепью набора 

{1, 2, 3, 5, * + 1, * + 2, * + 3 |* + 5}. 

Граф G 0 w — гамильтонова реализация набора (15). 
Построения для (16) аналогичны. Лемма доказана. 
Невозрастающую последовательность целых чисел 
d = (d1? . . ., dm), dx > . . . > dm > 0, (17) 

называют графической, если существует ттг-вершинный граф — 
реализация (17), невозрастающая последовательность степеней 
вершин которого совпадает с (17). 

ЛЕММА 7 16, 7]. Последовательность (17) графическая, если и 
только если Zji==1 &% четно и выполняются неравенства 

21"=1 di < k (k - 1) + 2 £ к + 1 min {k, diU k = l,h(d)r (18) 

где h (d) = max {i: dt > i}. 
ЛЕММА 8 [8, 9]. Пусть (17) — графическая последователь

ность, г <^ dm. Тогда (17) имеет реализацию, содержащую г-фак-
шор, если и только если последовательность d — г = (d± — г, . . . 
. . ., dm — г) графическая. 

ЛЕММА 9 [10]. Пусть последовательность (17) имеет реали
зацию, содержащую k-фактор. Тогда (17) имеет реализацию, со
держащую связный k-фактор, если и только если выполняются не
равенства 

S = 1
d * < ' - H - r - - 1 ) + 2 i ™ m : . f + 1 . ^ r = l , [ m / 2 ] - d . (19) 

.118 



ЛЕММА 10. Наборы 
{2 , /, 2/ - 3, . . ., 3/ - 5 | 3/ - 4}, j > 4, (20, 
{2, . . ., /, 2/ - 2, . . ., 3/ - 4 | 3/ - 3}, / > 3, (21) 

гамилътоновы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем, что последовательность 
d = (d1,. . .,dw) = (3/ —5, . . . , 2 / — 3 , / , • . .,.7,7 — 1,7 — 1, . . .,.2) 

i -2 
(22) 

имеет гамильтонову реализацию. Отсюда будет следовать гамиль
тоновость набора (20). 

1) Г р а ф и ч н о с т ь . Очевидно, h (d) =• 7. Пусть 1 <; к ^ 
> / — 1- Тогда 

Sj = 1 di = * ( 6 / - & - 9 ) / 2 , 

2™ fc+1 min {й, Ji) = (т ~ 2.к + 2) к + 2 + . . . + (к - 1). 

Выполнимость (18) проверяется теперь непосредственно. 
При к = у рассуждения аналогичны. 
2) 2-ф а к т о р . Докажем графичность последовательности 
d — 2 = с = (с1? . . ., сто), (23) 

для которой h (с) = j — 1. Предположим, что 1 <^ к <^ j" —- 3. 
Тогда 

2-=iCi = * ( 6 / - A - 1 3 ) / 2 , 

=ТсЧ-1 min {/с, Ci} = 0 + . . . + (к — 1) + к (т — 2к). 

Выполнимость (18) для с теперь проверяется непосредственно. 
При к ЕЕ {/ — 2, у — 1} рассуждения аналогичны. 
3) С в я з н о с т ь 2-ф а к т о р а . Пусть 1 <^ г <^ j — 2. 

Тогда 

А = 2 j i = 1 ^i — S ^ m - r + i d* = S i = 1 (^i — dm-r+i) = 
= г (3/ - г - 6 ) < г (3/ - 4 - 1). 

Если ; — 1 < г < [т/2], то 

4 = S!l i (di - dm_j+i+1)) = (7 - 1) (2/ - 5) + 1 < г (m - г - 1), 

ибо последнее неравенство верно при г ЕЕ {/ — 1, [W2]}. 
Гамильтоновость последовательности 
(3/ — 4, . . . , 2/ — 2, у, . . . , /, /,, • • •,. 2) (24) 

проверяется по аналогии с предыдущим и влечет гамильтоновость 
набора (21). Лемма доказана. 
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ЛЕММА И . Если в (1) кх = 2, w - 2 r , r G N , p - кп + 
и набор (1) отличен от (2), (3), (6), (7), то набор (1) гамильтонов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Набор {s1? . . ., sm | g}, 0 < sx < . . . 
. . . <С sm < g, назовем исключительным, если он совпадает с од
ним из наборов (2), (3), (6), (7), (25), где 

{3, 2t\2t + 2}, t > 4, (25) 

или для него выполняется хотя бы одно из условий 
5Х-. . .-sm-q нечетно, (26) 

Sl = 1. (27) 

Обозначим g множество наборов, отличных от исключитель
ных и гамильтоновых. Если g = 0 , то лемма доказана. Пред
положим, что g Ф 0 . Пусть (1) — набор из g минимальной дли
ны п. Тогда любой набор меньшей длины либо гамильтонов, либо 
исключительный. В силу леммы 4 п четно, к± = 2, р = кп + 1. 
Так как набор { 2 , 3 | 4 } . гамильтонов, то также п > 4. Рассмотрим 
несколько случаев. 

1) /cn ^ /сп_х -|- 1. Если для набора 
{ А я - 1 , . . ., А п - х - 1 | А п - 2 } (28) 

выполняется (26) или он вида (25), то к2 ^ 4, кп и /cn-i разной чет
ности. Если набор (28) одного из видов (2), (3), (6), (7), то (1) сов
падает с одним из наборов, перечисленных в леммах 5, 6. Если 
Н — гамильтонова реализация набора (28), (а, Ъ) — ребро га-
мильтонова цикла, и, w, и ф. VH, то граф 

(Н - (а, Ъ) + (и, а) + (w, Ь)) © v 

есть гамильтонова реализация набора (1). Противоречие. 
2) кп, kn-i разной четности, к2 > 4» Рассмотрим набор| 
{к2 - 2, . . ., к^г - 2 | кп - 2}. (29) 

Очевидно, он не удовлетворяет условиям (26), (27) и отличен от 
(25). Если (29) одного из видов (2), (3), (6), (7), то (1) совпадает 
с одним из наборов, перечисленных в леммах 3, 5, 6. Если же Н — 
гамильтонова реализация набора (29), и ф VH, то граф 

((Я ®v)@w) + (и, v) + (и, w) 

есть гамильтонова реализация (1). Противоречие. 
3) кп = кп-х + 1, к2 = 3. В этом случае (1) запишется так: 
{2, 3, /с3, • • ., К-*, Ап-ъ кп | кп + 1}, (30) 

причем п четно, п ^ Q (при п = 4 имеем противоречие лем
мам 2, 10). Если набор 

{ / с 3 - 2 , . . • , А:п_2 - 2 | А П - 3 } (31) 

удовлетворяет условиям (26), то к3-. . .-/cn-2 нечетно, &п четно 
(этот случай рассмотрен ниже). Если (31) одного из видов (25), (6), 
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(7), то (30) одного из видов (10), (14), (15). Если (31) одного из ви
дов (2), (3), то (30) одного из видов (3), (20), (21), что противоречит 
лемме 10 или определению £. 

Если Я — гамильтонова реализация набора (31), то граф 
((Я 0 v) 0 т) + {и, w) + (u, v) + (z, u)+{(z, v) (z, и ф VH) 

есть гамильтонова реализация (30). Противоречие. 
Осталось предположить, что в (30) к3-. . .-кп-2 нечетно, кп чет

но. Очевидно, к3 > 5. Набор 
{к3 - 3, . . ., кп.2 - 3 | кп - 4} (32) 

не может быть исключительным. Если же Я — его гамильтонова 
реализация, то граф 

(((я е ь\) е щ) © v3) + (z, Vl) + (z, v2) + 
+ (z, v3) + (w, v±) + (w, v2) 

есть гамильтонова реализация (30). Противоречие. Лемма доказана. 
Из лемм 1—4, 11 следует 
ТЕОРЕМА 1. Пусть S = {кг, . . ., ftn}, где 2 < кг < к2 < . . . 

. . . <С кп. Тогда (LXH (5) = кп + 2, если и только если S одного 
из следующих видов: 

{2, *}, * > 4 ; {2, 3, *, * + 2}, * > 7 ; {2, 4, *, * + 1}, t > 8; 
{2, . . ., /, *, . . ., t + ] - 2}, j > 3, t > 2/ - 1. 

В остальных случаях цн (S) = kn -\- 1. 
ЛЕММА 12. Наборы 
{2, ..., j , t, ..., t+j~2\t+j- 1}, / > 3, 

{2, 3, t, t + 2 | г + 3}, t > 7; {2, 4, t, i + 1 | t + 2}, 
i > 10; (33) 

{ 2 , i | t + l } , t > 5, {3, 2t | 2£ + 2}, t > 5; 
{1,2, t\t + 2}, i > 4 ; {1, 3, 2 f | 2 t + 2}, t > 4; 
{1 | 20, t > 2; 
{1, 2, * | * + 3}, i > 6 ; { M | t + l } , t > 3 ; 
{1, 2, 3, *, * + l U + 3}, * > 6 ; (34) 

не реализуются вычерчиваемыми графами. 
Лемма 12 доказывается по аналогии с леммами 2, 3: достаточно 

переопределить величину у так: у = max {0, £ + / — 2 — 2 (х + 
+ / - 1)}. 

ЛЕММА 13. Наборы 
{2, 4, *, * + 1 | t + 2} при t = 8, 9; {3, 8 | 10}; 
{1, 3, It | It + 2} при £ = 2, 3; {1, 2, 3 | 5}; 
{1, 2, М « + 3} wpu £ = 3, 4, 5; {1, 2 | 3}; 
{1, 2, 3, U + 1 I < + 3} при t = 4, 5; {1 | 2} 

реализуются вычерчиваемыми графами. 
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Искомые реализации для некоторых из перечисленных в лемме 
13 наборов приведены на рис. 2 (для остальных наборов леммы 13 
такие реализации очевидны). 

Рис. 2 

ЛЕММА 14 [11]. Набор (1) графический, если и только если on 
отличен от {1, 2t | 2t + 2}, t > 2, и кг- ...-кп-р четно. 

ЛЕММА 15 [12]. Последовательность (17) (т > 4) реализуется 
вычерчиваемым графом, если и только если она графическая, графи
ческая также последовательность 

а = (а^ — Z, . . ., ит-2 — 2, dm-\ — 1? dm — 1) 

и выполняются неравенства 

Z-i d4 < г ( т - г - 2) + 2,™ m _ r du r = l , [ ( m - l ) / 2 ] - l . 
(35) 

ЛЕММА 16. Наборы 
{2, . . ., / , 2/ - 1, . . ., 3/ - 3 | 3/ - 2}, ] > 3; (36) 

{2, . . ., / , 2/, . . ., 3/ - 2 | 3/ - 1}, / > 3, (37) 

реализуются вычерчиваемыми графами. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим лемму 15 к последова

тельности 
d = (dlt..., dm) = (3/ - 3 , . . . . . 2 / - l , 7 1 1 ^ 1 j , / - 1, / - 1, • •., 2). 

(38) 
При / = 3, 4, 5 справедливость утверждения показывается непо
средственно. Пусть / > 6. Графичность (38) вытекает из графично-
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сти (24): прибавление к реализации последовательности (24) верши
ны степени / — 1, смежной с вершинами наибольших степеней, 
дает реализацию для (38). Положим 

а = (с1г . . ., ст) г= 
= (3/ - 5 , . . ., 2/ - 3, / - 2 , . . . , / - 2 , / - 3, / - 3, . . ., 2, 2,1). 

3 

Очевидно, h (df) — j — 1. Предположим, что 2 ^ к ^ j — 3. 
Тогда 

sLic*=*(6/-A-9)/2* 
SH f c + im i n (^ ci) = 1 + . . . + А + 2-i-(m-2k- 1) Л. 

Выполнимость неравенств (18) при 2 <^ /с <^ / — 3 для d' теперь 
очевидна. При к Е= {1, / — 2, / — 1} рассуждения аналогичны. 
Таким образом, по лемме 7 d' графическая. 

Осталось проверить выполнимость неравенств (35). Пусть вна
чале 2 <^ г <; / — 3. Тогда 

A = S ; = i d -К=т-г с> = г (3/ - г - 4) - (г + 2 ) < г (3/ - г - 4). 

При г ЕЕ {1, / — 2} непосредственная проверка. Пусть г ^ / — 1. 
Тогда 

,4 = (/ - 1)(2/ _ 3) - у - 1 ) < г (3/ - г - 4), 

ибо последнее неравенство верно при г ЕЕ {/ — 1, [(^г — 1)/2] — 1}. 
Набор (37) рассматривается аналогично: достаточно применить 

лемму 15 к последовательности 
( 3 / - 2, .1..,27 \ / ^ , / , . . . , 2). 

ЛЕММА 17. Набор реализуется вычерчиваемым графом, если и 
только если таковой является его производная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (1) допускает усечение и на
бор 

{ Л 2 - 1 , . . . , / C n - i - l I p — 2} (39) 
реализуется вычерчиваемым графом Н. Тогда граф Н 0 v + (v, 
w) (w ф. VH) — искомая реализация набора (1). 

Обратно, если (1) реализуется графом G с гамильтоновой цепью 
Т == w, v, и, . . ., z, то degG w = 1, degG v = kn. Отсюда G — v — 
— w — реализация набора (39) с гамильтоновой цепью Т' = 
= и, . . ., z. Лемма доказана. 

ЛЕММА 18. Наборы 
{1, 4, . . ., / + 2, t + 2, . . ., t + / , t + j + 1 | * + / + 3}, 
{1, 2, 3, . . ., / + 1, t + 1, . . ., t + j - 1, * + j \t + j + 2}, 
{1, 3, 4, . . ., / + 2, t + 2, . . ., t + / , * + / + l | * + / + 

+ 3}, y > 3 , * > 2 / + l ; (40) 
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{1, 2, 3,5, * + 1, * + 2, *+ 3| * + 5 } , {1, 3, 4, 6, £ + 2, t + 3, 
t + 4 | * + 6}, * > 10; 

{1, 3, 4, t + 2, * + 3 \t + 5}, {1, 3, 5, It + 2, It + 
+ 4 | 2* + 6}, 

{1, 2, 4, 2* + 1, 2* + 3 | It + 5}, t > 5; (41) 
{1, 5, It + 2, 2* + 4 | 2* + 6}, {1, 3, 2* | 2* + 4}, t > 5; (42) 
{1, 2, 3, 4, * + 1, * + 3, * + 4 | £ + 6}, 
{1, 4, 5, * + 2, * + 4, t + 5 | * + 7}, t > 7; 
{1, 4, * + 2, * + 3 | * + 5}, * > 5 ; 

{1, 4, 6, * + 2, * + 3, t + 4 | * + 6}, t > 10; (43) 

реализуются вычерчиваемыми графами. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) По теореме 2 существует гамиль-

тонова реализация Н набора 
{4, . . . , / + 2, t + 2, . . ., t + /, * + / + 1 | * + / + 2}. 

В Н найдутся вершины одинаковой степени. Пусть v — одна из 
них, w — некоторая смежная с ней вершина. Добавим к Н вися
чую вершину и. Положим ее смежной с v, если deg и £=£ {/ + 2, 
t + ]г + 1}. В противном случае положим ее смежной с г̂ , исклю
чив ребро (v, w). Полученный граф — искомая реализация первого 
набора в списке (40). Остальные наборы в (40) рассматриваются 
аналогично. 

2) Пусть А = {аг, а2, а3}, В = {Ь1ч . . ., bt} — доли графа КзЛ. 
Присоединим цепь длины 2 к вершине а17 удалим ребро {Ъь а3) 
и добавим ребра (Ьи Ъ1+х) (j = 1, * _ 3), (аг, а2), (а2, а3), (ах, а3). 
Полученный граф — искомая реализация первого набора в списке 
(41). Остальные наборы этого списка рассматриваются аналогично. 

3) Из графа K2t+± удалим ребра 1-фактора. В полученном графе 
Н выберем пять попарно смежных вершин z\ (i = 1, 5) и добавим 
ребра (и, zi) (i = 1, 5), (w, z5) (v, w — новые вершины), а затем ис
ключим ребра (z1? z2), (z3, z4). Получена искомая реализация пер
вого набора в списке (42). Для других наборов этого списка по
строения аналогичны. 

4) Построения для наборов (43) проводятся по аналогии с п. 2) 
доказательства леммы 6. 

ТЕОРЕМА 2. Набор (1) реализуется вычерчиваемым графом, 
если и только если его производная графическая и отлична от на
боров (33), (34). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из лемм 12,17. 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Наборы (33), (34), а также неграфиче

ские наборы назовем исключительными. Через 3R обозначим мно
жество наборов, производные которых отличны от исключительных 
и не реализуются вычерчиваемыми графами. Если 9R = 0 , то 
все доказано (лемма 17). Пусть 9R Ф 0 и (1) — набор из Ш ми-
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нимальной длины п. Набор (1) отличен от наборов, перечисленных 
в леммах 12, 13. Из лемм 4, 13, 16 и теоремы 1 следует, что все на
боры с кх > 2, не реализуемые вычерчиваемыми графами, являются 
исключительными. Поэтому кг = 1, п ^ - 2 , р > кп + 2. Рассмот
рим несколько случаев. 

1) Либо к2 > 3, р > кп + 3, либо к2 = 2, р > /сп + 4. Набор 
{к2, . . .., /cn-i, fcn | р — 2} (44) 

графический (лемма 14) и, следовательно, реализуем гамильтоно-
вым графом G (лемма 4) при условии, что набор (44) отличен от 
(25). Граф 

G + (v^ ъиг) + {v2, w2) — (w^ w2) 

есть вычерчиваемая реализация набора (1); здесь v±1 v2 ф VG, 
(W-L, w2) — ребро гамильтонова цикла в G. Если же (44) совпадает 
с (25), то (1) находится в списке (42). 

2) к2 = 2, кп + 2 < ^ р < ^ / с п + 3. Очевидно, п > 4. Если набор 

{ f c 8 - l , • • . , ^ - 1 - 1 \К-1} (45) 

реализуется вычерчиваемым графом Н, то граф, полученный из 
Я 0 у присоединением к вершине v цепи длины /? — /сп, является 
вычерчиваемой реализацией (1). Если набор (45) исключительный, 
то либо набор (1) содержится в списках леммы 18, либо /с2, . . ., кп 
четны. Предположим последнее. Тогда в силу леммы 4 набор 

{к3 - 1, . . ., kn-i ~ 1 I К - 2} 

реализуется гамильтоновым графом Н. Пусть у1? v2 ф VH, Поло
жим 

G = Н + (Ух, Wj) + (У2, М72) — (и^, И72), 

где (и^, ш2) — ребро гамильтонова цикла в Н. Добавим к G цепь 
иг, . . ., &р_к , положив вершину их смежной со всеми, кроме одной 
висячей, вершинами графа G. Полученный граф — вычерчиваемая 
реализация (1). 

3) к2 > 3, р = кп + 2. Очевидно, д > 3 (при п = 2 набор (1) 
неграфический). Если набор 

{Ла — 2, . . . , f c n - i - 2 | й п - 2} (46) 

реализуется вычерчиваемым графом Я , то (а, 6 — новые вершины) 
граф 

(Н ®v)@w + (и, a) + (и;, 6) 

есть вычерчиваемая реализация (1). 
Если fc2>4 и набор (46) исключительный, то он графический 

(ибо (1) графический), и, следовательно, набор (1) содержится 
в списках леммы 18. Если к2 = 3, то п > 4. Если набор 

{к3 - 2, . . ., kn-i ~2\кп-2} (47) 
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реализуется вычерчиваемым графом Н, то граф (Н © v) 0 w + 
+ (а, у) -f- (а, i#) + (а, Ъ) (а, & — новые вершины) — вычерчивае
мая реализация набора (1). Если набор (47) исключительный, то 
(1) содержится в списках леммы 18. Противоречие. Теорема дока
зана. 

З а м е ч а н и е 1. Следует отметить, что условия теорем 1, 2 
о реализуемости набора {S \ р} графом, имеющим гамильтонов 
цикл или цепь, проверяются за О (| S \ log p) элементарных опе
раций. Более того, из конструктивного доказательства теорем 1,2 
следует существование алгоритма с временной сложностью О (/?), 
строящего такие реализации (если последние существуют). 

З а м е ч а н и е 2. Множества степеней вершин S = {кг, . . . 
. . . ,&„}, не реализуемых /^-вершинными гамильтоновыми графа
ми, описаны в леммах 1—4. Из этих лемм и леммы 14 легко опре
деляется число и } всех графических наборов {S | р }, кх > 2, не 
реализуемых гамильтоновыми графами: 

( [(Р — I) /3] + 5 ' если р > 10, 
3 , если 7 <Г р < ;9 , 

р \ 1, если 5 <; р < ; 6, 
( 0, если р < ^ 4 . 

Интересно сопоставить ир с числом всех графических наборов 
{S | /?}, кг > 2 (см. лемму 14), которое равно 

(2Р-2 — 1) — (2(Р-3)/2 — 1)д, 

где q = 1 при нечетном р и д = 0 при четном р. 
Автор выражает благодарность рецензенту, подсказавшему 
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