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À .À . ×åðíÿê,  ä.ô-ì.í.,  ïðîôåññîð êàôåä-
ðû ìàòåìàòèêè Áåëîðóññêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ìàêñèìà Òàíêà

Ð åøåíèå óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ
â Mathcad. ×àñòü 1

Ñ ýòîãî ó÷åáíîãî ãîäà âñòóïàåò â ñèëó íîâûé îáðàçîâà-

òåëüíûé ñòàíäàðò ïî èíôîðìàòèêå äëÿ ñðåäíåé øêîëû ïî

òåìå «Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è òåõíîëîãèè». Â ðàìêàõ ýòîé

òåìû ó÷àùèåñÿ äîëæíû íàó÷èòüñÿ èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó êîì-

ïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Mathcad äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ñèñ-

òåì óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ.

Â äàííîé ñòàòüå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ÷àñòåé, âïåðâûå äå-

ëàåòñÿ ïîïûòêà äîñòóïíîãî è ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçëîæåíèÿ

óïîìÿíóòûõ ðàçäåëîâ íîâîé øêîëüíîé ïðîãðàììû. Ïðè ýòîì

àêöåíò äåëàåòñÿ íà ðåøåíèè íåòðèâèàëüíûõ, êîìáèíèðîâàí-

íûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷ èç àëãåáðû, ãåîìåòðèè è ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñ òåì, ÷òîáû ïîìî÷ü ó÷èòåëþ çà

íåñêîëüêî óðîêîâ è íà äîñòàòî÷íî ãëóáîêîì óðîâíå îñâîèòü

èíñòðóìåíòàðèé Mathcad, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé, ñèñòåì óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ó÷àùèåñÿ óæå çíàêîìû ñ ïðèåìàìè ðåäàêòèðîâàíèÿ

ôîðìóëüíûõ áëîêîâ è ïðîñòåéøèõ ãðàôèêîâ, îñíîâíûìè òè-

ïàìè ïåðåìåííûõ è ôóíêöèé Mathcad.

Ñòðóêòóðà ñòàòüè:

1. Ðåøåíèå óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé. 2 . Ðåøåíèå

çàäà÷ îïòèìèçàöèè. 3. Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ñèìâîëüíîì

âèäå. 4. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ â ñèìâîëüíîì âèäå. 5. Ðåøå-

íèå óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ. 6. Çàäà-

÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1 . Ðåøåíèå óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé

Áóäó÷è ïàêåòîì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè, Mathcad îá-

ëàäàåò áîëåå ìîùíûìè ñðåäñòâàìè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé,

÷åì Excel. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå õ3-4õ-1=0, êîòîðîå â Excel

ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòîâ Ïîäáîð ïàðàìåò-
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ðà è Ïîèñê ðåøåíèÿ. Mathcad èìååò âñòðîåííóþ ôóíêöèþ

polyroots(v), «ñïåöèàëèçèðóþùóþñÿ» íà ðåøåíèè òàêèõ óðàâ-

íåíèé f(x)=0, â êîòîðûõ f(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Âñå, ÷òî

íóæíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ (ïðè÷åì

íå òîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ), � ýòî ñòîëáåö v êîýôôèöèåíòîâ

îäíî÷ëåíîâ èç f(x). Íà ðàáî÷åì ëèñòå Mathcad-äîêóìåíòà

ââåäåì âûðàæåíèå v:=. Çàòåì êîìáèíàöèåé êëàâèø Ctrl+M

âûçîâåì äèàëîãîâîå îêíî Insert Matrix. Â ïîëå Rows ââå-

äåì 4 � ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f(x), à â ïîëå

Columns � ÷èñëî 1. Ïîñëå ùåë÷êà íà êíîïêå OK ñïðàâà îò

çíàêà ïðèñâàèâàíèÿ ïîÿâèòñÿ øàáëîí ñ ìåòêàìè äëÿ ââîäà

êîýôôèöèåíòîâ -1, -4, 0, 1. Åñëè òåïåðü ââåñòè âûðàæåíèå

polyroots(v)=, òî ïîñëå íàæàòèÿ êëàâèøè Enter ïîëó÷èì ïðè-

áëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ êîðíåé:

.

Èòàê, çäåñü íàì íå ïðèøëîñü ëîêàëèçîâûâàòü êîðíè èëè

èñêàòü èõ «ïî îäíîìó», êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â Excel.

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî Mathcad íå óñòóïàåò Excel è â

âîïðîñàõ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (íà ñàìîì äåëå, çíà÷è-

òåëüíî ïðåâîñõîäèò, ÷òî ìû óâèäèì ïîçäíåå). Âñòðîåííàÿ

ôóíêöèÿ find(x
1
,x

2
,...,x

n
) ñëóæèò äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâ-

íåíèé è íåðàâåíñòâ c n íåèçâåñòíûìè x
1
, x

2
, ..., x

n
. Ïåðåä èñ-

ïîëüçîâàíèåì ýòîé ôóíêöèè, êàê è â Excel, íåîáõîäèìî

çàäàòü íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ � ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ íåèç-

âåñòíûõ. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ find äîëæíà çàâåðøàòü áëîê ðå-

øåíèÿ, íà÷èíàþùèéñÿ êëþ÷åâûì ñëîâîì Given: âíóòðè áëîêà

äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ðåøàåìîé

ñèñòåìû. Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2

2

xy yz 2 x z 0

xz z 3x 3y 0

x xz 4y 2 z 0

− − − =
 − + − =


− + + =
.

Ïðè íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ (1, 1, -1) íà ðàáî÷åì ëèñòå

Mathcad-äîêóìåíòà ïîëó÷èì:
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Ïðè íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ (-5, -5, 5) àíàëîãè÷íî ïîëó-

÷àåòñÿ âòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû: (-0,1818, -0,4545, 0,8181).

Òàêèå æå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è ñ ïîìîùüþ èíñòðó-

ìåíòà Ïîèñê ðåøåíèÿ è â Excel. Íî òåïåðü ïîñòàðàåìñÿ

ïðåâçîéòè Excel, âêëþ÷èâ â ïðåäûäóùóþ ñèñòåìó ïàðàìåòðû

a, b, c: xy-yz-2 x-z=a, xz-z2 +3x-b⋅y=0, x2 -c⋅xz+4y+2 z=0. Çàäàäèì-

ñÿ öåëüþ â îäèí ïðèåì íàéòè âñå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû

ïðè a=-1, b=2 , 3 è c=1, 2 , 3. Îôîðìèì ðàáî÷èé ëèñò

Mathcad-äîêóìåíòà òàê:

Çäåñü â êîíöå áëîêà ðåøåíèé ôóíêöèÿ find(x,y,z) ïåðå-

îïðåäåëåíà êàê ôóíêöèÿ resh(a,b,c), çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåò-

ðîâ a, b, c, è çàòåì çàäàíû íóæíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ,

ïðè÷åì b è c � ðàíæèðîâàííîãî òèïà. Ââåäåì òåïåðü âûðà-

æåíèå resh(a,b,c)=. Ïîñëå íàæàòèÿ êëàâèøè Enter ïîëó÷èì

ñëåäóþùèé «çàêðûòûé» ðåçóëüòàò:

.
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Äåëî â òîì, ÷òî Mathcad èñïîëüçóåò òàê íàçûâàåìûå

âëîæåííûå ìàòðèöû, ò.å. ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâ-

ëÿþòñÿ äðóãèå ìàòðèöû. Â äàííîì ñëó÷àå øåñòü íàáîðîâ

ðåøåíèé «âëîæåíû» â îäèí ñòîëáåö, êàæäûé ýëåìåíò êîòî-

ðîãî ëèøü óêàçûâàåò ðàçìåðû âëîæåííûõ ìàòðèö, èìåþùèõ

ïî 3 ñòðîêè è 1 ñòîëáöó. «Ðàñêðîåì» ðåçóëüòàò. Ïðåäâàðè-

òåëüíî ïîçàáîòèìñÿ î òîì, ÷òîáû îí ðàñïîëîæèëñÿ ãîðèçîí-

òàëüíî íà ðàáî÷åì ëèñòå (ò.å. òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöû):

îõâàòèì ïðàâûì óãîëêîì âûðàæåíèå resh(a,b,c) è ñ ïîìî-

ùüþ êíîïêè  ïîäïàíåëè Matrix ââåäåì çíàê òðàíñïîíè-

ðîâàíèÿ Ò: resh(a,b,c)T. Ïîñëå íàæàòèÿ êëàâèøè Enter

äâàæäû ùåëêíåì â ïðåäåëàõ òàáëèöû ñî âëîæåííûìè ìàò-

ðèöàìè è â ðàñêðûâàþùåìñÿ ñïèñêå Matrix display style

(Ñòèëü ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö) âêëàäêè Display Options

îêíà Result Format âûäåëèì ñòðîêó Matrix (Ìàòðè÷íûé).

Óñòàíîâèì ôëàæîê Expand nested arrays (Ðàñêðûòü âëî-

æåííûå ìàòðèöû) (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1
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Ùåë÷îê íà êíîïêå OK ïðèâåäåò ê ìàòðèöå

,

â ñòðîêàõ êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ èñêîìûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

2. Ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Íåêîòîðîå

ó÷ðåæäåíèå ïðèíÿëî ðåøåíèå îäåòü ñâîèõ ñîòðóäíèêîâ â

ôèðìåííûå êîñòþìû ðàçìåðîâ S, M, L, XL, îáðàòèâøèñü â ïî-

øèâî÷íûå ìàñòåðñêèå «Áåðåçèíà», Ñëàâÿíêà», «Ïîëåñüå». Ðàñ-

öåíêè â òûñ. ðóá. ñòîèìîñòè ïîøèâà îäíîãî êîñòþìà â ýòèõ

ìàñòåðñêèõ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
Òàáëèöà 1

1 2 3 4
S M L XL

1 Á åðåçèíà 170,5 208 180,5 222.5
2 Ñëàâÿíêà 225 190 170 125
3 Ïîëåñüå 203,5 156 148 173

Áóäóò çàêëþ÷åíû êîíòðàêòû íà ïîêóïêó 102  êîñòþìîâ

ðàçìåðà S, 187 êîñòþìîâ ðàçìåðà M, 53 êîñòþìîâ ðàçìåðà

L, 2 43 êîñòþìîâ ðàçìåðà XL. Ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè

ìàñòåðñêèõ ïîçâîëÿþò âûïóñêàòü íå áîëåå 2 00 êîñòþìîâ �

ôèðìå «Áåðåçèíà», 155 êîñòþìîâ � ôèðìå Ñëàâÿíêà», 2 45

êîñòþìîâ � ôèðìå «Ïîëåñüå». Ïåðåä ó÷ðåæäåíèåì ñòîèò çà-

äà÷à ðàñïðåäåëèòü çàêàçû ìåæäó ìàñòåðñêèìè òàê, ÷òîáû åãî

ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü áûëà ìèíèìàëüíîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x
ik
 ÷èñëî êîñòþìîâ k-ãî ðàçìåðà, êîòîðûå

áóäóò çàêàçàíû i-é ìàñòåðñêîé (ïîðÿäêîâûå íîìåðà ìàñòåðñ-

êèõ è ðàçìåðîâ óêàçàíû â òàáëèöå 1), à ÷åðåç c
ik
 � ñòî-

èìîñòü îäíîãî êîñòþìà k-ãî ðàçìåðà, ïîøèòîãî i-é
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ìàñòåðñêîé, a
i
 � ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü i-é ìàñòåðñêîé

(a
1
=2 00, a

2
=155, a

3
=2 45), ÷åðåç b

k
 � êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ

êîñòþìîâ k-ãî ðàçìåðà (b
1
=102 , b

2
=187, b

3
=53, b

4
=2 43). Òîã-

äà ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü çàêàçà áóäåò ðàâíà

11 11 12 12 13 13 14 14 2 1 2 1 2 2 2 2

2 3 2 3 2 4 2 4 31 31 32 32 33 33 34 34

x c x c x c x c x c x c

x c x c x c x c x c x c

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ (1)

Èòàê, íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

(1) ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íåèçâåñòíûå. Ïðåæäå âñå-

ãî, íåèçâåñòíûå x
ik
 äîëæíû áûòü öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè

÷èñëàìè. Êðîìå òîãî, îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì:

11 12 13 14 1x x x x a+ + + ≤ , 2 1 2 2 2 3 2 4 2x x x x a+ + + ≤ ,

31 32 33 34 3x x x x a+ + + ≤  � îãðàíè÷åíèÿì íà ïðîèçâîäñòâåííûå

ìîùíîñòè ìàñòåðñêèõ. Îíè òàêæå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíè-

ÿì: 11 2 1 31 1x x x b+ + = , 3212 2 2 2x x x b+ + = , 13 2 3 33 3x x x b+ + = ,

14 2 4 34 4x x x b+ + =  � îãðàíè÷åíèÿì íà ÷èñëî êîñòþìîâ ðàç-

ëè÷íûõ ðàçìåðîâ. Ïîäîáíûå çàäà÷è â Mathcad ðåøàþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ âñòðîåííûõ ôóíêöèé maximize(f,x
1
,x

2
,...,x

n
) è

minimize(f,x
1
,x

2
,...,x

n
), îïðåäåëÿþùèõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ

àðãóìåíòîâ x
1
, x

2
, ..., x

n
, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ñîîò-

âåòñòâåííî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé. Ýòè ôóíê-

öèè äîëæíû çàâåðøàòü áëîê ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèéñÿ êëþ÷åâûì

ñëîâîì Given è ñîäåðæàùåãî îãðàíè÷åíèÿ â âèäå óðàâíåíèé è

íåðàâåíñòâ. Áëîêó ðåøåíèÿ äîëæíû ïðåäøåñòâîâàòü íà÷àëüíûå

çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ x
1
, x

2
, ..., x

n
. Ðåøèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèè (1) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè minimize. Ââåäåì èñõîäíûå

äàííûå â âèäå ìàòðèö a, b, c, çàòåì çàäàäèì íà÷àëüíûå çíà÷å-

íèÿ íåèçâåñòíûõ x
ij
 è öåëåâóþ ôóíêöèþ 11 12 34f(x) f(x ,  x ,  ...,  x )= :



33

(Çíàê ñóììèðîâàíèÿ  ââîäèòñÿ êíîïêîé  ïîä-

ïàíåëè Calculus.) Ïîñëå êëþ÷åâîãî ñëîâà Given ââåäåì îã-

ðàíè÷åíèÿ:

Ïåðâàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé çàïèñüþ â ìàòðè÷íîì âèäå

íåðàâåíñòâ 11 12 13 14 1x x x x a+ + + ≤ , 2 1 2 2 2 3 2 4 2x x x x a+ + + ≤ ,

31 32 33 34 3x x x x a+ + + ≤ , âòîðàÿ � óðàâíåíèé 11 2 1 31 1x x x b+ + = ,

12 2 2 32 2x x x b+ + = , 13 2 3 33 3x x x b+ + = , 14 2 4 34 4x x x b+ + = .

Çàâåðøàåò ðåøåíèå ââîä ñëåäóþùåãî ôðàãìåíòà:

 .

À òåïåðü ñêîìáèíèðóåì íàøè çíàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå

ñëîæíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íåäîñòóïíîé äëÿ ðåøåíèÿ ñðåä-

ñòâàìè Excel. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x)=ln(x)-ax. Òðåáóåòñÿ íàé-

òè òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) ðàâíî 2 . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) êàê

ôóíêöèþ f(x,a) îò äâóõ àðãóìåíòîâ a è x, çàäàäèì íà÷àëüíîå

çíà÷åíèå äëÿ x è çàòåì íàéäåì ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé ôóí-

êöèè maximize çíà÷åíèå x (çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà a), ïðè

êîòîðîì f(x) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå:

.

Òàêèì îáðàçîì, f(x(a),a) áóäåò ðàâíî íàèáîëüøåìó çíà-

÷åíèþ ôóíêöèè f(x) ïðè x=x(a). Òåïåðü îáÿæåì ýòî íàèáîëü-

øåå çíà÷åíèå áûòü ðàâíûì 2  è íàéäåì a, ïðè êîòîðîì ýòî

äîñòèãàåòñÿ (íå çàáûâ çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ a):

.

2  "Èíôîðìàòèçàöèÿ îáðàçîâàíèÿ", ¹3, 2 007
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè minimize

(àíàëîãè÷íîå âîçìîæíî, êîíå÷íî æå, è äëÿ ôóíêöèè

maximize), íå òðåáóþùèé êëþ÷åâîãî ñëîâà Given è îôîðì-

ëåíèÿ â âèäå áëîêà ðåøåíèÿ.

Ïóñòü íà íåêîòîðîé ìåñòíîñòè ðàñïîëîæåíû 8 òîðãîâûõ

òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ (â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò xOy) ñîäåðæàòñÿ â ìàòðèöå M ñ 2  ñòðîêàìè è 8 ñòîëá-

öàìè, ïðè÷åì â i-ì ñòîëáöå ìàòðèöû M íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû

(àáñöèññà è îðäèíàòà) i-é òîðãîâîé òî÷êè. Òðåáóåòñÿ íàéòè

ìåñòî íà ïëîñêîñòè äëÿ ñêëàäèðîâàíèÿ òîâàðà òàê, ÷òîáû ñóì-

ìàðíîå ðàññòîÿíèå îò âûáðàííîãî ìåñòà äî 8 òîðãîâûõ òî÷åê

áûëî ìèíèìàëüíûì. Ââåäåì êîîðäèíàòû òîðãîâûõ òî÷åê:

.

Ïîìåñòèì àáñöèññû ýòèõ òî÷åê â ñòîëáåö x, à îðäèíàòû �

â ñòîëáåö y:

, .

Òåïåðü çàäàäèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò t
1
, t

2

èñêîìîé òî÷êè T(t
1
;t

2
) è ôóíêöèþ f(t)=f(t

1
,t

2
) ñóììàðíûõ ðàñ-

ñòîÿíèé îò òî÷êè T äî çàäàííûõ âîñüìè òî÷åê (âñïîìíèì èç

ìàòåìàòèêè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (t
1
;t

2
) è (x

i
;y

i
) îï-

ðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 2 2
i 1 i 2(x t ) (y t )− + − ):

8
2 2

i 1 i 2
i=1

0
t:=    f(t):= (x t ) +(y t )

0

 
− − 

 
∑  .

Îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòû ñêëàäà è ñóììàðíîå ðàññòîÿ-

íèå îò ñêëàäà äî 8 òîðãîâûõ òî÷åê, ïîëüçóÿñü ôóíêöèåé

minimize:

.

Ïðîäîëæåíèå ñòàòüè ñì. â ñëåäóþùåì íîìåðå.


