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Ì åòîäèêà ïðèìåíåíèÿ Maple
â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå âóçà

Ñîâðåìåííûé îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ â âóçå õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ âûñîêîé èíòåíñèâíîñòüþ � áîëüøèì îáúåìîì ñîîá-
ùàåìîé èíôîðìàöèè â åäèíèöó âðåìåíè, ÷òî ïðåäúÿâëÿåò
îñîáûå òðåáîâàíèÿ ê ìåòîäèêå ïîñòðîåíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåñ-
ñà ïî îòäåëüíûì äèñöèïëèíàì. Â ÷àñòíîñòè, ïîâûøåíèå ýô-
ôåêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ íåâîçìîæíî
áåç èñïîëüçîâàíèÿ  ñèñòåì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè (ÑÊÌ),
êîòîðûå îñâîáîæäàþò ó÷åáíûé ïðîöåññ îò òðóäîåìêèõ è íå-
ýôôåêòèâíûõ ðàñ÷åòîâ, ïîñòðîåíèÿ òàáëèö è ãðàôèêîâ âðó÷-
íóþ, è ïîçâîëÿþò ïðåïîäàâàòåëþ ñêîíöåíòðèðîâàòü îñíîâíûå
óñèëèÿ íà ïîñòàíîâêå çàäà÷è, âûáîðå ìåòîäà åå ðåøåíèÿ, èí-
òåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ [1].

 Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëèñü ó÷åáíûå ïîñîáèÿ ïî ðàç-
ëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì (è íå òîëüêî) äèñöèïëèíàì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïàêåòà MathCAD [2-7], êîòîðûé íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü  ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îáÿçàòåëüíûõ êîìïîíåíòîâ êîìïüþ-
òåðíûõ òåõíîëîãèé íà âñåõ óðîâíÿõ îáðàçîâàòåëüíîé ñèñòå-
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ìû Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü è Ðîññèè. Ïîïóëÿðíîñòü ýòîãî ïà-
êåòà îáúÿñíÿåòñÿ åãî óíèâåðñàëüíîñòüþ, îòíîñèòåëüíîé ëåã-
êîñòüþ èçó÷åíèÿ è äðóæåñòâåííûì èíòåðôåéñîì. Áëàãîäàðÿ
âñòðîåííûì âîçìîæíîñòÿì äëÿ ÷èñëåííûõ è ñèìâîëüíûõ âû-
÷èñëåíèé è ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ, ýôôåêòèâíîñòü MathCAD îñîáåííî âûñîêà ïðè èçó÷å-
íèè îáùåãî êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, êîððåëÿöèîííîãî è ðåã-
ðåññèîííîãî àíàëèçà, ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Îäíàêî îïåðàòîðû ïðîãðàììèðîâàíèÿ â MathCAD, õîòÿ è ñî-
äåðæàò îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ÿçûêîâ âûñîêîãî óðîâíÿ,  ñêî-
ðåå îðèåíòèðîâàíû íà óñâîåíèå íà÷èíàþùèìè ïîëüçîâàòåëÿ-
ìè ÑÊÌ îáùèõ ïðèíöèïîâ àëãîðèòìèçàöèè, ÷åì íà ðàçâåòâ-
ëåííîå èñêóñíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, áåç êîòîðîãî íåâîçìîæ-
íî ðåøåíèå ñëîæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè
èçó÷åíèè öåëîãî ðÿäà äèñöèïëèí è, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé.

Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè îòìåòèì, ÷òî ðàíåå óæå ïðåäïðè-
íèìàëèñü ïîïûòêè èçó÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì MathCAD (íàïðèìåð, â ïîñîáèè [6], îïèðàþùåìñÿ
íà êëàññè÷åñêèé ó÷åáíèê Ôåëåðà). Îäíàêî, ôàêòè÷åñêè, âñå
îíè ñâîäèëèñü ê èñêóññòâåííîìó âíåäðåíèþ â ó÷åáíûé ïðî-
öåññ ãðîìîçäêèõ è ïëîõî ñòðóêòóðèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ
ìîäóëåé, êîòîðûå íå  ñïîñîáíû ñîñòàâèòü êîíêóðåíöèþ òðà-
äèöèîííûì, íî áîëåå äîñòóïíûì è íàãëÿäíûì ñïîñîáàì èë-
ëþñòðàöèè è èíòåðïðåòàöèè êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû íàìè ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ
ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé â èíòåãðèðîâàííîé ñðåäå Maple, ïî-
çâîëÿþùèõ:

à) îòîéòè îò ðàññìîòðåíèÿ óïðîùåííûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõ-
ñÿ ê ïðîñòîìó îïåðèðîâàíèþ ôîðìóëàìè, è ïåðåéòè ê áîëåå
ñëîæíûì è ïðèáëèæåííûì ê ïðàêòèêå ýêñïåðèìåíòàëüíûì
ðàñ÷åòàì (ñì. ïðèìåð 1);

á) ïîñðåäñòâîì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàòü «ýê-
ñïåðèìåíòàëüíóþ» ìîòèâàöèþ è ïðîïåäåâòèêó êëþ÷åâûõ îï-
ðåäåëåíèé è ïîíÿòèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåì ñàìûì ñäå-
ëàâ èõ äîñòóïíûìè è åñòåñòâåííûìè äëÿ èçó÷åíèÿ (ñì. ïðè-
ìåð 2);
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â) ïðåäâîñõèòèòü ïðàêòè÷åñêè âñå âàæíåéøèå êëàññè÷åñ-
êèå ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îáåñïå÷èâ âèçóàëèçà-
öèþ èçó÷àåìûõ çàêîíîìåðíîñòåé (ñì. ïðèìåð 3).

Ïðè ýòîì îò ñòóäåíòîâ íå òðåáóåòñÿ çíàíèÿ èíñòðóìåí-
òàðèÿ Maple. Â òî æå âðåìÿ îíè áåç òðóäà ñìîãóò ìîäèôè-
öèðîâàòü ïðîãðàììíûå ìîäóëè, îïèðàÿñü íà ýëåìåíòàðíûå
íàâûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðèîáðåòåííûå ïðè èçó÷åíèè ÿçû-
êîâ âûñîêîãî óðîâíÿ. Áîëåå òîãî, îòêðûâàþòñÿ øèðîêèå âîç-
ìîæíîñòè íåíàâÿç÷èâîãî îáó÷åíèÿ ñèñòåìå Maple (õîòÿ áû è
íà íà÷àëüíîì óðîâíå) ïîñðåäñòâîì äîïîëíèòåëüíûõ çàäàíèé
ïî íàïèñàíèþ ïðîñòåéøèõ ïðèëîæåíèé, ðàñøèðÿþùèõ ðàìêè
ïðèìåíåíèÿ óæå èìåþùèõñÿ ìîäóëåé (ñì. ïðèìåð 1).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ óïîìÿíóòûå
âûøå ìåòîäè÷åñêèå ïðèíöèïû ïðîâåäåíèÿ ëàáîðàòîðíî-ïðàê-
òè÷åñêèõ  çàíÿòèé íà áàçå ÑÊÌ Maple.

Ï ðèìåð 1. Ïðè èçó÷åíèè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ  ïîíÿòèå ìàðòèíãàëà. Íà óïðîùåííîì
«èãðîâîì» ÿçûêå ýòîò òåðìèí òîæäåñòâåíåí ïîíÿòèþ «ñïðà-
âåäëèâîé èãðû» («fair game»), â êîòîðîé óñëîâíîå îæèäàåìîå

çíà÷åíèå 1 1 1 1( | , , )n n nM S S a K S a− −= =  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S
n
,

âûðàæàþùåé âûèãðûø â n-ì ðàóíäå, ðàâíî åå çíà÷åíèþ a
n-1

â (n-1)-ì ðàóíäå. Èìåþòñÿ èãðû, óñòàíîâèòü «ñïðàâåäëèâîñòü»
êîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî. Â
ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ íà ïîìîùü ïðèõîäèò êîìïüþòåðíîå ìîäå-
ëèðîâàíèå. Â êà÷åñòâå êîëîðèòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óï-
ðîùåííóþ ìîäåëü èãðû íà áèðæå àêöèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîèìîñòü àêöèè åæåäíåâíî óâåëè÷è-
âàåòñÿ íà îäèí äîëëàð ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5 èëè óìåíüøàåòñÿ
íà îäèí äîëëàð ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî
íà áèðæå ìàêëåð Àëèñà ïðèäåðæèâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñòðàòå-
ãèè. Â ïåðâûé äåíü òîðãîâ îíà ïîêóïàåò àêöèþ ïî öåíå V.
Çàòåì îíà æäåò, êîãäà öåíà àêöèè óâåëè÷èòñÿ íà 1$ äî âå-
ëè÷èíû V + 1, è çàòåì ïðîäàåò ýòó àêöèþ. Â ïîñëåäóþùèå
äíè îíà ïðîäîëæàåò íàáëþäàòü çà õîäîì òîðãîâ äî òîãî äíÿ,
êîãäà öåíà àêöèè îïÿòü óïàäåò äî âåëè÷èíû V. Â ýòîò äåíü
îíà ñíîâà ïîêóïàåò àêöèþ è æäåò, ïîêà åå öåíà íå ïîäðàñ-
òåò äî âåëè÷èíû V + 1, ÷òîáû çàòåì åå ïðîäàòü. Î÷åâèäíî,
Àëèñà ìîæåò ïðîèãðàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ïîñëå-
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äíèé äåíü òîðãîâ îíà âñå åùå áóäåò äåðæàòåëåì àêöèè, öåíà
êîòîðîé òàê è íå äîñòèãíåò âåëè÷èíû V + 1.

Ïðîãðàììíûé ìîäóëü StockPlay (ðèñ. 1) ìîäåëèðóåò âîç-
ìîæíûé õîä ñîáûòèé â òå÷åíèå n äíåé (áåç ïîòåðè îáùíîñ-
òè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî V = 0). Ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ïðèáûëü Àëè-
ñû ïî èñòå÷åíèþ òîðãîâ, à òàêæå âûâîäèò òî÷êè ñ êîîðäèíà-
òàìè (i,f(i)), ãäå i ïðîáåãàåò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî n, à f(i)
ðàâíî ñòîèìîñòè àêöèè â i-é äåíü òîðãîâ. Ïðåðûâèñòûìè ëè-
íèÿìè ïîêàçàíû ïåðèîäû, â òå÷åíèå êîòîðûõ Àëèñà áûëà
äåðæàòåëåì àêöèè, ñïëîøíûìè ëèíèÿìè � ïåðèîäû, â òå÷å-
íèå êîòîðûõ ó íåå àêöèè íå áûëî.

Ðèñ. 1
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Ðèñ. 1 (ïðîäîëæåíèå)

Ñòóäåíòàì ìîæíî ïðåäëîæèòü äîðàáîòàòü äàííûé ìîäóëü
ñ òåì, ÷òîáû îí âûïîëíÿëñÿ (áåç âûâîäà ãðàôèêà) äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå ÷èñëî ðàç ñ îäíîâðåìåííûì ïîäñ÷åòîì îæèäàå-
ìîé ñðåäíåé ïðèáûëè è ïîñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì ïîëèãî-
íà ÷àñòîò, ñ êîòîðûìè Àëèñà ìîæåò ïîëó÷èòü òó èëè èíóþ
ïðèáûëü. Ïðè ýòîì áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà
áëèçêóþ ê íóëþ îæèäàåìóþ ñðåäíþþ ïðèáûëü (è â ýòîì
ñëó÷àå èãðà ÿâëÿåòñÿ «ñïðàâåäëèâîé»), âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ
ïîëîæèòåëüíîé ïðèáûëè, òåì íå ìåíåå, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøà-
åò 0,5. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî áóäåò ñäåëàòü âûâîä: âûáðàí-
íàÿ ñèñòåìà «èãðû íà áèðæå» äàåò áîëüøå øàíñîâ äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ïðèáûëè, ÷åì ïðîñòîå õðàíåíèå êóïëåííîé àêöèè, à
«ñïðàâåäëèâàÿ èãðà» ÷àñòî îñòàåòñÿ òàêîâîé äàæå â óñëîâè-
ÿõ ñóáúåêòèâíîãî âûáîðà ñòðàòåãèè.

Ï ðèìåð 2. Â ñàìîì íà÷àëå èçó÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ââîäÿòñÿ êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ
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ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) è âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè
P(X ∈ E), ãäå E ⊂ Ω, Ω � íåïðåðûâíîå ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ,
Õ � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïðåäëàãàåì ïðîâåñòè
«ýêñïåðèìåíòàëüíóþ» ïðîïåäåâòèêó è ìîòèâàöèþ ýòèõ ïîíÿ-
òèé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì îïûò: áðîñàíèå äðîòèêà íà êðóã ðàäèóñîì 1.
Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òî÷íîñòü áðîñêà � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà
êðóãà, òî ïðîñòðàíñòâîì èñõîäîâ áóäåò ìíîæåñòâî Ω = [0;1].
Îòìåòèì íà ìèøåíè íåêîòîðóþ îáëàñòü E è ïðîìîäåëèðóåì
áðîñàíèå äðîòèêà íà êîìïüþòåðå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî
ìîäóëÿ DartProb. Óáåäèìñÿ, ÷òî ÷àñòîòà ïîïàäàíèé â îáëàñòü
Å ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà îòíîøåíèþ ïëîùàäè Å ê ïëîùàäè
âñåé ìèøåíè, ðàâíîé π. Ñâÿæåì ñ äàííûì îïûòîì íåïðåðûâ-
íóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Õ, âûðàæàþùóþ ðàññòîÿíèå óïàâøåãî
äðîòèêà îò öåíòðà ìèøåíè. Ïîñòóïèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðå-
çóëüòàòàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïîëîæèì

2
2( )

a
P X a a

π≤ = =
π

. Îòñþäà

2 2( ) ( ) ( )P a X b P X b P X a b a≤ ≤ = ≤ − ≤ = − .

Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü è ïî-äðóãîìó ñ ïîìî-
ùüþ ôóíêöèè

2 ,  åñëè [ ; ] 
( )

0,    åñëè x [ ; ]

x x a b
f x

a b

∈
=  ∉

ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè E = [a;b], òî

2 2( ) ( ) ( ) 2
b

E a

P X E P E f x dx xdx b a∈ = = = = −∫ ∫ .

×åì æå îáóñëîâëåíà äîãàäêà âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(x)
èìåííî ôóíêöèþ 2x?

Ðàçîáüåì åäèíè÷íûé êðóã íà m êîíöåíòðè÷åñêèõ êîëåö
îäèíàêîâîãî ðàäèóñà 1/m è ïðîìîäåëèðóåì n áðîñêîâ äðî-
òèêà íà ýòîò êðóã ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ DartDens (ðèñ. 2). Ðå-
çóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ ìîäóëÿ áóäåò ãèñòîãðàììà, â êîòîðîé
ïëîùàäü i-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ÷àñòîòå ïîïàäàíèÿ äðî-
òèêà â i-å êîíöåíòðè÷åñêîå êîëüöî.
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Ðèñ. 2.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàí ìîäóëü DartDens è ðåçóëüòàò åãî
âûïîëíåíèÿ ïðè m = 10, n = 8 000 (çäåñü îïóùåíà âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàìì). Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî «ñòóïåíüêè» ãèñòîãðàììû ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü
ïðÿìîé y = 2x.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèÿì.
Âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèåé P(E), çàäàííîé íà ìíîæåñòâå ñîáû-
òèé Å ïðîñòðàíñòâà èñõîäîâ Ω, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ P(E), äëÿ
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êîòîðîé ìîæíî óêàçàòü òàêóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ f(x),

îòâå÷àþùóþ óñëîâèþ íîðìèðîâêè ( ) 1f x dx
+∞

−∞

=∫ , ÷òî

( ) ( )
E

P E f x dx= ∫  äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ E ⊂ Ω. Ïðè ýòîì f(x) íà-

çûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Õ, åñëè ( ) ( ) ( )
E

P X E P E f x dx∈ = = ∫  äëÿ ëþáîãî ñîáû-

òèÿ E ⊂ Ω.

Ï ðèìåð 3. Ñëåäóþùèé ìîäóëü CLTGraph (ðèñ. 3), èëëþñ-
òðèðóþùèé öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, äàåò âîçìîæ-
íîñòü ñòóäåíòàì, ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ èñõîäíûìè äàííûìè, ëó÷-
øå ïîíÿòü ïðèðîäó îñíîâíîãî çàêîíà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Â ñïèñêå distributionlist çàäàåòñÿ ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ
äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ. Çàòåì ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ìîäóëåé âû÷èñëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
M(X) è äèñïåðñèÿ D(X) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ; îïðåäåëÿåòñÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S

n
, ðàâíàÿ ñóììå n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí Õ (çäåñü ýòè ïðîöåäóðû îïóùåíû). Çàòåì ñòðî-
ÿòñÿ êðèâàÿ ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ è «êîñòûëüíàÿ» ãèñòîãðàììà íîðìàëèçîâàííîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû 
( )

( )
nS n M X

n D X

− ⋅
⋅

 ñ êîððåêòèðóþùèì êîýôôèöèåí-

òîì 
1

( )n D X⋅
 âäîëü îñè Oy. Íà ðèñóíêå 3 âèäíî, ÷òî óæå

ðàñïðåäåëåíèå ñóììû äåñÿòè îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Õ õîðîøî ïðèáëèæàåò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå.
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