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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ 
В ПРОЦЕССЕ ПОИСКА РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ 

Решение геометрических задач в курсе 
геометрии является необходимым услови-
ем успешного усвоения теоретического ма-
териала и средством развития аналитиче-
ских и творческих способностей учащихся. 
Качественное усвоение учебного материала 
и его понимание невозможно без решения 
геометрических задач, позволяющих уча-
щимся осмыслить общую теорию и нау-
читься применять её в каждой конкретной 
ситуации. Мыслительная деятельность, 
осуществляемая в процессе поиска реше-
ния геометрических задач, в наибольшей 
степени обеспечивает осмысленное овладе-
ние геометрическими знаниями. 

Уровень геометрической подготовки 
учащихся во многом определяется их уме-
нием находить решения геометрических 
задач различного уровня сложности. В то 
же время «цель не в том, чтобы ученик ре-
шал задачу (т. е. получил ответ), а в том, 
чтобы он получил от этой задачи пользу, 
т. е. продвинулся на одну ступеньку по 
длинной лестнице овладения математикой» 
[1, с. 4]. 

Как научиться решать геометрические 
задачи? Вопрос, который задаёт себе уча-
щийся, желающий овладеть учебным ма-
териалом школьного курса геометрии и 
научиться применять его на практике. Как 
научить осуществлять поиск решения за-

дачи? Этот вопрос волнует учителя мате-
матики, заинтересованного в успехе своих 
учеников. Различные ответы на него мож-
но найти в работах [2, 3]. В любом случае 
имеет значение практический опыт реше-
ния разнообразных задач. В то же время 
нельзя добиться успеха только за счёт ко-
личества решаемых задач. Для каждого 
задающего этот вопрос важен ответ, по-
зволяющий владеть наиболее оптималь-
ным механизмом развития способностей 
научиться и научить решать задачи. В обо-
их случаях успех более вероятен, если за-
интересованность учащегося научиться, а 
учителя — научить решать задачи являет-
ся обоюдной. 

В чём может заключаться общий под-
ход к поиску решения задач? Решение 
геометрических задач часто сводится к не-
которой конечной цепочке доказательств 
равенства или подобия геометрических фи-
гур и вычисления геометрических величин 
на основе уже известных теорем или ре-
зультатов ранее решённых задач. Для на-
хождения решения задачи важно постро-
ить соответствующую последовательность 
доказательств и вычислений, приводящих 
к отысканию некоторого нового свойства 
фигуры или неизвестной величины. Общим 
направлением построения такой цепочки 
является поиск дополнительной информа-
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ции о зависимостях между данными и ис-
комыми величинами. 

Каким образом осуществлять поиск взаи-
мосвязей между данными и искомыми ве-
личинами? Один из шагов поиска может 
состоять в рассмотрении геометрических 
фигур в контексте геометрических кон-
струкций [4], соответствующих условию 
задачи или вновь созданных конструкций 
с целью отыскания различных характери-
стик этих фигур. 

Приведём примеры многозначности ха-
рактеристик, например, отрезка в зависи-
мости от рассматриваемой конструкции. 
Пусть геометрическая конструкция состоит 
из прямоугольника АВСВ , его диагоналей 
АС и ВВ, отрезков ТО и ТВ, где точка 
Т— середина стороны АВ (рис. 1, а). 
В этом случае анализ отрезка ОТ в контек-
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Рисунок 1 

сте других фигур позволяет увидеть сле-
дующие его свойства: 

• медиана и высота равнобедренного 
треугольника АОВ; 

• общий катет прямоугольных тре-
угольников ВТО и АТО; 

• сторона треугольника ТРО, подобного 
треугольнику БРА; 

• катет прямоугольного треугольника 
ВТО, подобного треугольнику ВАТ); 

• средняя линия прямоугольных тре-
угольников АБС и ВАТ); 

• основание прямоугольных трапеций 
АТОВ и ВТОС; 

• сторона треугольников АТО и БОТ, 
имеющих общее основание и равные пло-
щади. 

Вопрос о выявлении свойств плоских 
фигур, являющихся элементами простран-
ственных геометрических конструкций, 
также имеет значение, так как успешное 
решение стереометрических задач во мно-
гом определяется умением распознавать 
метрические свойства расположенных в 
пространстве плоских фигур и решать пла-
ниметрические задачи. 

Например, пусть геометрическая кон-
струкция состоит из прямоугольного парал-
лелепипеда АВСВА1В1С1В1, его диагоналей 
АСХ, В1В , пересекающихся в точке О , 
и отрезка ОТ, где Т — точка пересечения 
диагоналей боковой грани ВВхСгС данного 
параллелепипеда (рис. 1, б). В данном слу-
чае можно указать следующие характери-
стики отрезка ОТ: 

• средняя линия прямоугольных тре-
угольников АВСг и ВС1В1; 

• медиана, высота и биссектриса равно-
бедренного треугольника ВОСх; 

• общий катет прямоугольных тре-
угольников ВТО и СхТО; 

• сторона прямоугольного треугольника 
ОТСх, подобного треугольнику АВС^, 

• сторона прямоугольного треугольника 
ВТО, подобного треугольникуВСгВ1; 

• основание прямоугольных трапеций 
АВТО и В1С1ТО. 

В зависимости от условия конкретной 
задачи для нахождения взаимосвязей меж-
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л V данными и искомыми величинами мо-
гут оказаться полезными одна или не-
сколько характеристик фигуры. Например, 
пусть трапеция АВСБ вписана в окруж-
ность так, что её основание АО совпадает 
с диаметром окружности, и требуется найти 
длину её диагонали и боковой стороны, если 
известны длины оснований 20 см и 12 см 
(рис. 2, а). Пусть ВР — высота трапеции. 
Тогда каждый из отрезков ВБ и АВ об-
ладает различным набором характеристик. 
Отрезок ВБ одновременно является диа-
гональю трапеции, катетом прямоугольно-
го треугольника АБС (ААВО = 90°) и ги-
потенузой прямоугольного треугольника 
ВРБ (АВРБ = 90°). Боковая сторона АВ 
является катетом треугольника АВ!) и ги-

, -Т у , \ 
\ 

потенузои прямоугольного треугольника 
АВР. Учитывая, что диагональ ВБ — ка-
тет прямоугольного треугольника АВ1), 
можем найти её длину, воспользовавшись 
тем, что квадрат длины катета прямо-
угольного треугольника равен произве-
дению длины гипотенузы и длины проек-
ции этого катета на гипотенузу, т. е. 
ВБ2 = АО РБ . Аналогично АВ можем 
найти, воспользовавшись равенством: 
АВ2 = АО-АР . 

Рассмотрение различных характеристик 
одного и того же отрезка необходимо так-
же и при решении стереометрических 
задач, например — аналогичной преды-
дущей: вычислите объём вписанной в 
цилиндр ч е т ы р ё х у г о л ь н о й призмы 
АВСВА1В1С101, если её боковая грань 
АА1В1В содержит ось ООх цилиндра, дли-
на которой равна 10 см, а длины рёбер АО 
и ВС равны 10 см и б см соответственно 
(рис. 2, б). 

В простейших случаях решение задачи 
может сводиться к непосредственному на-
хождению длины отрезка или градусной 
меры угла на основании прямого примене-
ния некоторой теоремы. 

Например, формулы радиуса круга, 
о п и с а н н о г о о к о л о п р я м о у г о л ь н и к а 

(Е = — \1а2 +Ь2 , где а, Ь— длины сторон 

прямоугольника, рис. 3, а); радиуса круга, 
описанного около равнобедренной трапе-
ции, основание которой является диаме-

тром круга (К т2 + а2 , где т — дли-

на диагонали, а — длина боковой сторо-
ны, рис. 3, б); радиуса сферы, описанной 
около прямоугольного параллелепипеда 

1 / 2 2 2 (К = — \1а +Ъ + С , ,где а,Ъ,с — длины 

рёбер параллелепипеда, рис. 3, в); ра-
диуса сферы, описанной около цилиндра 

(В = ~\1н2 +4г2 , где Н 
2 

Рисунок 2 а г 

высота цилиндра, 

радиус его основания, рис. 3, г), яв-
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ляются результатом прямого применения 
теоремы Пифагора. Вместе с тем, как пока-
зывают рассмотренные выше примеры, не-
обходимо умение видеть возможность при-
менения этой теоремы и распознавать пря-
моугольный треугольник в контексте геоме-
трических конструкций, заданных условия-
ми задач. 

В общем случае знание некоторых ба-
зовых свойств фигур, формул и «библио-
теки» опорных конструкций обеспечивает 
успешное решение более сложных задач 
точно также, как таблица умножения слу-
жит основой для выполнения правильных 
вычислений с многозначными числами. На-
пример, применение теоремы о том, что 

градусная мера вписанного в окружность 
угла равна половине градусной меры дуги, 
на которую он опирается, — неизбежное 
требование для решения ряда задач, усло-
вие которых определяет необходимость рас-
смотрения описанной окружности. 

В то же время для решения задач важ-
но умение не только применять известные 
теоремы в контексте геометрических кон-
струкций, соответствующих условию зада-
чи, но также создавать новые конструк-
ции, помогающие «проявить» возможность 
применения этих теорем для нахождения 
величин или доказательства новых свойств 
фигур. Например, пусть требуется найти 
площадь трапеции АБС Б (ВС II АО), впи-
санной в окружность с центром в точке О, 

Рисунок 3 
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если её высота равна 2 см, а АСОБ = 60°. 
В этом случае дополнение конструкции, 
заданной условием задачи, высотой СН 
трапеции и диагональю АС позволяет уви-
деть возможность применения теоремы о впи-
санном угле. На основании указанной теоре-
мы можем найти /1СА1) = — /.СОБ = 30° , 

2 
а в прямоугольном треугольнике АНС — 
катет АН = СН а§30° = 2у[з . Следовательно, 

^авсб = — (ВС + АО)-СН = АН СН=4\[3 см2. 
2 

В ряде случаев при решении задач по-
лезно рассмотрение конструкций, элемен-
тами которых являются подобные прямо-
угольные треугольники. Рассмотрим при-

меры задач, для решения которых можно 
воспользоваться конструкциями, элементами 
которых являются треугольники, на которые 
разбивается прямоугольный треугольник пря-
мой, перпендикулярной его гипотенузе. 

Конструкция К1. Пусть О — точка 
пересечения прямой I, проходящей через 
точку Р гипотенузы АВ треугольника 
АСВ и перпендикулярной АВ, с катетом 
АС, тогда прямоугольные треугольники 
АСВ и АРО подобны (рис. 4, а). 

Конструкция К2. Пусть Т — точка пе-
ресечения прямой I, проходящей через точ-
ку Р гипотенузы АВ треугольника АСВ и 
перпендикулярной гипотенузе АВ с прямой 
СБ, тогда прямоугольные треугольники 
АСВ и ТРВ подобны (рис. 4, б). 

Рисунок 4 
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Если перпендикуляр проведён из верши-
ны прямого угла С, то соответствующая кон-
струкция позволяет найти ряд опорных со-
отношений в прямоугольном треугольнике, 
которые можно использовать при решении 
ряда задач [5]. 

Аналогичные конструкции возникают, 
например, при рассмотрении равнобедрен-
ного треугольника АБС с основанием АС 
и прямых, содержащих высоты ВО и АР, 
проведённые к основанию и боковой сторо-
не соответственно. Подобными являются 
пары треугольников: А ВОС и А ВРЬ, 
ААРС и А АОЬ, А ВОС и ААРС, А АОЬ и 
А ВРЬ (рис 4, в, г). 

Рассмотрим примеры задач, в которых 
конструкции К1 или К2 явно заданы усло-
вием задачи. 

Задача 1. Серединный перпендикуляр к 
гипотенузе прямоугольного треугольника 
АСВ пересекает катет ВС в точке Р, де-
лящей его на отрезки, длины которых рав-
ны 25 см и 7 см, считая от вершины В. 
Вычислите периметр треугольника АСВ. 

Д а н о : А АСВ, /ЛСВ = 90°, ТеАВ, 
АТ = ТВ, Те I, ПАВ, Р = ВСп1, РС = 7см, 
РВ = 25 см (рис. 5, а). 

В ы ч и с л и т ь : РАСВ. 
Р е ш е н и е . Условие данной задачи в 

явном виде определяет конструкцию К1. 
Так как РАСВ = АВ + АС + 32 , а 

АС = у]АВ2-ВС2 =л/АВ 2 -32 2 , 

то решение задачи сводится к нахожде-
нию длины гипотенузы АВ, которую 
можем найти, воспользовавшись подо-
бием треугольников АСВ и РТВ. Из по-
добия этих треугольников следует, что 
АВ: ВР = ВС: ВТ или 2ВТ: 25 = 32: ВТ . От-
сюда находим ВТ = 20 см. Таким образом, 
АВ = 40 см, 

АС = л/402 - 3 2 2 = 24 (см), 

а значит, РАСВ=96 см. 
О т в е т: 96 см. 

Задача 2. Прямая, проходящая через 
точку Р катета АС треугольника АСВ 
пересекает гипотенузу АВ в точке М, а 
прямую СВ в точке Т . Вычислите пло-
щадь треугольника ТСР, если АР = 5 см, 
РС = 3 см, АВ = 10 см. 

Д а н о : А АСВ , ТМ 1 АВ, АР = 5 см, 
РС = 3 см, АВ = 10 см (рис. 5, б). 

В ы ч и с л и т ь : 8ТСР. 
Р е ш е н и е . Треугольник ТСР подо-

бен треугольнику АСВ (конструкция К2). 
Следовательно, для нахождения площади 
треугольника ТСР можем воспользоваться 
тем, что отношение площадей подобных 
треугольников равно квадрату коэффици-
ента подобия, т. е. квадрату отношения 
соответствующих сторон. 

В прямоугольном треугольнике АСВ на-
ходим 

ВС = Л/АВ2-АС2 = 7 Ю 2 - 8 2 = 6 (см). 

Тогда 8АСВ=-АС-ВС = 24 см2. Так как 
2 

треугольники ТСР и АСВ подобны, то вы-
полняется равенство 

8тср:8асв=(РС:ВС)2= 1 : 4 . 

Следовательно, 8ТСР = — 8АСВ = 6 см2. 

О т в е т: 6 см2. 

Задача 3. Периметр равнобедренного 
треугольника АБС с основанием АС ра-
вен 24 см. Вычислите длины высот ВР и 
АО этого треугольника, если БС= 2 см 
(рис. 5, в). 

Д а н о : А АБС, АО 1 ВС, ВР 1 АС, 
равс = 24 см> -°с= 2 см-

В ы ч и с л и т ь : АО и ВР. 
Р е ш е н и е . Условие данной задачи 

определяет конструкции К1 и К2 в явном 
виде. Так как высоты АО и ВР являются 
катетами прямоугольных треугольников 
ВРС и АОС соответственно, то достаточно 
найти длины РС и ВС. Пусть РС = х, а 
ВС = у. Тогда по условию 2х + 2у = 24 см 
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или х + у-12 см. Треугольник АБС 
подобен треугольнику ВРС, следова-
тельно, ВС:РС = АС:ВС или 2:х = 2х:у. 

\х + у = 12, 
Из системы уравнений < находим 

[У = х 

х = 3 , у = 9. Таким образом, АС- 6 см, 
ВС = 9 см. Теперь 

АВ = у!АС2 - ВС2 =4^2 (см) 

и ВР = у[бС2^РС2 = 6^2 (см). 

О т в е т : АБ = 4ч/2 см, ББ = 6^2 см. 

Задача 4. Около равнобедренного тре-
угольника АБС с основанием АС описана 
окружность. Прямая, содержащая высоту 

АТ , пересекает касательную, проходя-
щую через вершину Б , в точке Р . Найдите 
длину отрезка ВР, если высота АТ делит 
высоту ББ на отрезки ВО -т, и ОБ = п 
(рис. 5, г). 

Дано: А АВС , АВ = ВС, АВ 1 ВС , 
Б Р Ч А С , ОБ = т , ОВ = п. 

Н а й т и : Б^. 
Р е ш е н и е . Условие задачи определяет 

конструкции К1 и К2 в явном виде. Треу-
гольник АБО подобен треугольнику АТС, 
так как имеют общий острый угол. Анало-
гично треугольник АТС подобен треуголь-
нику ВВС. Таким образом, треугольник 
АБО подобен треугольнику ББА. Из подо-
бия этих треугольников следует, что 
А Б : Б Б = О Б : А Б или А О : (т + п) = п: АВ. 

В 

Т 

\ с / 

р 

4 / п А м в 

б 

в Г 

Рисунок 5 
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Отсюда находим АО = у]п(т + п) . Треуголь-
ник АОВ подобен треугольнику РВО, 
с л е д о в а т е л ь н о , АВ:ВР = ОБ:ОВ или 

у1п(т + п): ВР = п:т . Таким образом, 

п 

Ответ: ВР = 
ту1п(т + п) 

п 
Задача 5. Через середину М гипотену-

зы треугольника АСВ проведена прямая, 
перпендикулярная к гипотенузе и пересе-
кающая катет АС в точке К. Вычи-
слите площадь т р е у г о л ь н и к а АМК, 
если АК = 12,5 см и КС-3,5 см. (Ответ: 
37,5 см2.) 

Задача 6. В прямоугольном треугольни-
ке АСВ из середины М катета АС про-
ведён перпендикуляр МК к гипотенузе 
АВ. Вычислите площадь треугольника 
АКМ, если АВ = 100 см и АМ = 30 см. (От-
вет: 216 см2.) 

Задача 7. Высоты ВЬ и АР равно-
бедренного треугольника с основанием 
ВС пересекаются в точке О, А ^ = 6 см, 
ЬС = 4 см. Вычислите длину отрезка АО. 
(Ответ: Зл/б см.) 

Задача 8. Высота АК равнобедренного 
треугольника АВС с основанием АС раз-
бивает его на два треугольника так, что 
площадь треугольника АКВ в два раза 
больше, чем площадь треугольника АКС. 
Найдите тангенс угла при основании тре-
угольника. (Ответ: л/б.) 

Задача 9. Высота АК ромба АВСВ рав-
на 12 см, его диагональ АС равна 15 см. Вы-
числите площадь ромба. (Ответ: 150 см2.) 

Рассмотренные конструкции можно ис-
пользовать при решении ряда стереометриче-
ских задач. Приведём некоторые примеры. 

Задача 10. Около шара описана пра-
вильная ч е т ы р ё х у г о л ь н а я пирамида 

ТАВСВ . Длина перпендикуляра ЕМ, про-
ведённого из центра Е шара к боковой 
грани ТВС, равна 5 см, а длина перпенди-
куляра ЕК, проведённого из центра шара 
к ребру ТС, равна 7 см. Вычислите высоту 
пирамиды. 

Д а н о : ТАВСВ — правильная четы-
р ё х у г о л ь н а я п и р а м и д а , ТМ ±(ТВС) , 
ТМ = 5 см, ЕК1ТС, ЕК = 7 см. ТО — 
высота ирамиды, ТР — апофема грани 
ТВС (рис. 6 , а). 

Р е ш е н и е . Так как Е — центр впи-
санного шара, то ЕО = ЕМ = 5 см. Высота 
ТО = ТЕ + ЕО = ТЕ + 5. Пусть ТЕ = х. Тре-
угольник ТОС подобен треугольнику 
ТКЕ (конструкция К1), следовательно, 

\1х2 - 4 9 ЕК ТК или 
ОС х + 5 
7(х + 5) 

ОС ТО 

дим, что ОС = 

квадрат, то ОС2 =2ОР2 

Отсюда нахо-

л/х2 - 4 9 

а значит, 

7(х + 5) 

Так как АВСВ — 

ОР= 
л /2(Х 2 -49) 

Из подобия треугольников ТОР и ТМЕ 

ОР ТО следует, что 
ЕМ ТМ 

7(х + 5) 

или 

х + 5 

-49) 47 25 

(конструкция К1). Следовательно, х = 35 
и ТО = 40 см. 

О т в е т: 40 см. 

Задача 11. Сторона основания правиль-
ной треугольной пирамиды ТАВС рав-
на а, а высота АК , проведённая из верши-
ны основания к боковой грани ТВС , 
равна Ъ. Найдите высоту ТО пирамиды 
(рис. 6, б). 

Д а н о : ТАВС — правильная треугольная 
пирамида, АВ = а, ТО±(АВС), АК±(ТВС), 
АК = Ъ . 

Найти: ТО. 
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Р е ш е н и е . Точка К принадлежит 
апофеме ТР пирамиды, ВР = РС . Прямо-
угольные треугольники ТОР и АКР по-
добны, так как имеют общий острый угол 
(конструкция К2). Из подобия этих тре-

ТО ОР . угольников следует, что = . Отсюда 
АК КР 

ОР • АК ТО = . Так как О — точка пересе-
КР 

чения высот равностороннего треуголь-

ника, то 

ал/3 ОР = -АР = -^АВ2-ВР2 = 
3 3 6 

7 1 

-С М \ 
л 

в 

Рисунок 6 

- 28 _ 

В прямоугольном треугольнике АКР катет 

КР = ^АР2-АК2=^=^-Теперь на-

аЬ ходим ТО = 
Л /з(За2-462) 

Ответ: ТО = аЬ 

^3(3а2 -4Ь 2 ) 

Задача 12. Найдите радиус шара, опи-
санного около конуса, если образующая 
конуса в к раз больше радиуса его основа-
ния г . 

Д а н о : В А — образующая конуса, С — 
центр основания конуса, О — центр шара, 
описанного около конуса. ВА = кг . Е — 
радиус шара ( рис. 6, в). 

Н а й т и : Е. 
Р е ш е н и е . Центр О описанного ша-

ра лежит на серединном перпендикуляре 
ОР к образующей АВ, значит, ВР = РА. 
Треугольник ВСА подобен треугольни-
ку ВРО, так как имеют общий острый 
угол (конструкция К1). Следовательно, 
ВР ВО _ ВРВА „ — - = . Отсюда Е = ВО = . В пря-
ВС ВА ВС 

моугольном треугольнике ВСА катет 

М А Т Э М А Т Ы К А 
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ВС = у1АВ2-ЛС2 = Г\1к2-1. Теперь находим 

ВГВА Е = к2г 
ВС 

О т в е т : к2г 

1 

Задача 13. Высота конуса в четыре раза 
больше радиуса шара, вписанного в этот ко-
нус. Найдите площадь боковой поверхности 
конуса, если его образующая равна а . 

(Ответ: •) 

Задача 14. В правильную четырёхуголь-
ную пирамиду вписан шар. Найдите ради-
ус шара, если расстояние от его центра до 
вершины пирамиды равно а, а до бокового 

аЪ ребра — Ъ. (Ответ: 
Л/2 А2-Ь2 

Конструкция, состоящая из прямо-
угольных треугольников, имеющих равные 
острые углы, может быть использована при 
решении задач, в которых рассматривается 
окружность, вписанная в равнобедренный 
треугольник. Рассмотрим примеры реше-
ния таких задач. 

Задача 15. В равнобедренном треуголь-
нике АВС с основанием АС радиус впи-
санной окружности относится к длине 
основания как 1 :4 . Найдите отношение 
боковой стороны к высоте, проведённой к 
основанию. 

Д а н о : А АВС — равнобедренный, 
ВВ — высота, О — центр вписанной окруж-
ности, Е — точка касания окружности, 
ОЕ-.АС = 1 :4 (рис. 7). 

Н а й т и : АВ: ВВ. 
Р е ш е н и е . Так как радиус, проведён-

ный в точку касания, перпендикулярен ка-
сательной (конструкция К1), то треуголь-
ник АВВ подобен треугольнику ОВЕ. 
Из подобия этих треугольников следует, 

1 следо-
АВ ВО г что = . По условию = — 
ВВ ВЕ АС 4 

вательно, АС = 4г и АВ = —АС-2г. Пусть 

ВЕ = х , тогда АВ = х + 2г , ВО = у1х2 + г2 , 

ВВ 

х + 2 г 

> = г + у1х2 +г2 

л/777 
Теперь из уравнения 

4 г 

г + 
н а х о д и м х = — 

В прямоугольном треугольнике ВЕО гипо-

тенуза ВО = У1ВЕ2+ЕО2 = — , а значит, 

вв^-а 
3 

и АВ = Юг Следовательно, 

Рисунок 7 

АВ:ВВ = 1^:^=5:4. 
3 3 

О т в е т : 5 : 4 . 

Задача 16. В равнобедренном треуголь-
нике АВС с основанием АС высота ВК 
равна Н, а радиус вписанной окружности 
равен г . Найдите основание данного тре-

,гл 2 г Н угольника. (Ответ: , = . ) 
VЦН-2г) 

В ряде случаев решение стереометри-
ческих задач сводится к рассмотрению 
окружности, вписанной равнобедренный 
треугольник, т. е. к использованию кон-
струкции К1. 

и ш М А Т Э М А Т Ы К А -
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Задача 17. Около шара описана пра-
вильная четырёхугольная пирамида, высо-
та которой в 4 раза больше диаметра шара. 
Найдите отношение объёма шара к объёму 
пирамиды. 

Д а н о : ТАВСБ — правильная четырёх-
угольная пирамида, О — центр основания, 
Р — центр вписанного шара, Е — точка 
касания шара и грани ТБС, г — радиус 
шара, ТО = 8г (рис. 8, а). 

Н а й т и : Кт : К пир ' 

. 3 0 _ 

Рисунок 8 

М А Т Э М А Т Ы К А 

Р е ш е н и е . 

О 

Кшр 
_8АВСВ ТО _ 8 Г А 0 2 

яг . Для на-Следовательно, Уш :УПИ„ = 
2АО* 

хождения требуемого отношения необходи-
мо найти зависимость между АО и г . 
Пусть ТК — апофема. Рассмотрим сечение 
ТЬК , проходящее через высоту ТО и апо-
фему ТК . Тогда точка Е есть точка каса-
ния окружности с центром в точке О ра-
диусом г , вписанной в равнобедренный 
треугольник ТЬК . Треугольник ТЕР по-
добен треугольнику ТОК (конструкция 

ОК ТК АО К1), следовательно, = . ОК 
РЕ = г , ТР = 7г. РЕ ТР 2 

В прямоугольном треугольнике ТОК ги-

потенуза тк = \1ок2+то2 = 

Таким образом, 

г 7 г 4г 
Из этого уравнения находим АО = —= . Та-л/3 
ким образом, Ут 

_ Зя 
О т в е т : — 

32 

1 V ' 'пир 
ЯГ 

2АО 
Зя 
32 

Задача 18. Отношение радиуса основа-
ния конуса к радиусу, вписанного в конус 
шара, равно т . Найдите отношение объё-
ма конуса Ук к объёму шара Уш. 

Р е ш е н и е . Пусть К — центр осно-
вания конуса, О — центр вписанного шара, 
Е — точка касания шара и конуса, 
АВ — образующая, которой принадлежит 
точка Е. Обозначим АК = Н, КВ = Е, 

Е 
ОЕ = г, тогда — = т (рис. 8, б). Так как 

г 
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1 
3 

1 
3 

К =-пВ2Н = -пг2т2Н и Уш=-лг3 то 

V* •Уш = 
В2Н 

4 г 
. Таким образом, необходимо 

найти зависимость между Н и г . Рассмотрим 
осевое сечение 7АВ конуса. Тогда Е — 
точка касания окружности с центром О и 
радиусом г , вписанной в равнобедренный 
треугольник АТВ и ОЕ АВ . Из подобия 
треугольников АЕО и АйиВ следует, что 
АО ОЕ Н-г г_ 

Д АВ КБ 
И Л И 

л/Я2+Д2 
Отсюда на-

в 

А Г-

р 
с 

А 

р 
с 

Рисунок 9 

х о д и м Н = 2т2 г 
т2-1 

Т а к и м о б р а з о м , 

В2Н т 
4г 2(/п - 1 ) 

, 4 
О т в е т : /п 

2(т -1) 

Задача 19. Найдите радиус шара, впи-
санного в правильную четырёхугольную 
пирамиду, сторона основания которой рав-
на а , а плоский угол при вершине — а . 

ал/соза (Ответ: т .) 
. а а 4 

81П —|- С 0 8 — 

V 

Задача 20. Высота конуса равна 8 см, 
а длина образующей — 10 см. Вычислите 
радиуса шара, вписанного в конус. (Ответ: 
3 см.) 

Если условием задачи конструкции 
К1 или К2 в явном виде не заданы, то их 
можно проявить путём дополнения кон-
струкции, заданной условием задачи, не-
которыми отрезками. 

Задача 21. В прямоугольном треуголь-
нике АСВ биссектриса АР острого угла 
делит катет ВС на отрезки ВЕ = 10 см и 
СЕ = 6 см. Вычислите периметр этого тре-
угольника. 

Д а н о : А АСВ, ААСВ = 90°, АР — бис-
сектриса, ВР =10 см, СР - 6 см (рис. 9, а). 

В ы ч и с л и т ь : РАСВ. 
Р е ш е н и е . В данном случае допол-

ним данную конструкцию перпендикуля-
ром РТ к гипотенузе. Это позволяет проя-
вить конструкцию К1, элементами которой 
являются подобные треугольники ВСА и 
ВТР (рис. 9, б) 

Из равенства прямоугольных треуголь-
ников АСР и АТР (по гипотенузе и остро-
му углу) следует, что РТ = СР- 6 см. Тогда 
в прямоугольном треугольнике ВТР катет 

ВТ = \1ВР2-ТР2 - 8 см. Из подобия тре-
угольников ВСА и ВТР следует, что 

•мммммммнмн М А Т Э М А Т Ы К А 31 
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АВ: ВР = ВС: ВТ или (АГ + 8) :10 = 16:8 . 
Таким образом, АТ = 12 см. Из равенства 
прямоугольных треугольников АСР и 
АТР следует, что АС = АТ =12 см. Теперь 
находим РАСВ = АВ + ВС + АС = 48 см. 

О т в е т: 48 см. 

Задача 22. Отрезок АВ — диаметр круга 
с центром в точке О, а точка С принадле-
жит лучу АВ. Прямая, проходящая через 
точку С , касается круга в точке Р и пере-
секает прямую, проходящую через точку А 
и перпендикулярную АВ, в точке Б. До-
кажите, что БРРС = АОАС (рис. 10, а). 

Д а н о : АВ— диаметр круга, Р — точ-
ка касания, АО _1_ АВ . 

о в с 

Рисунок 10 

Д о к а з а т ь : ВРРС = АОАС. 
Р е ш е н и е . Конструкцию, заданную 

условием задачи, дополним радиусом ОР, 
проведённым в точку касания. Тогда по-
лучим конструкцию К1, состоящую из по-
добных треугольников СБА и СОР 
(рис.10, б). Из подобия этих треугольников 

следует, что АО ОР или АО • РС = ОР • АС. 
АС РС 

Отрезки касательных, проведённых из 
одной точки, равны, значит, АВ = ВР. Ра-
диусы круга равны, следовательно, 
ОР = АО. Таким образом, ВР РС = АО-АС. 
Что и требовалось доказать. 

Задача 23. Отрезок АВ— диаметр кру-
га с центром в точке О , а точка С принад-
лежит лучу АВ. Прямая, проходящая че-
рез точку С , касается круга в точке Р и 
пересекает прямую, проходящую через 
точку В и перпендикулярную АВ, в точ-
ке Б. Докажите, что СРВБ = ОВВС 
(рис. 11, а). 

Д а н о : АВ — диаметр круга, Р — точ-
ка касания, В Б АВ . 

Д о к а з а т ь : СР • ВБ = ОВ • ВС . 
Ре ш е н и е. Данную конструкцию до-

полним радиусом ОР , тогда треугольники 
СОР и СОВ подобны (конструкция К1) 
(рис. 11, б) Из подобия указанных тре-

ОР ВБ угольников следует, что = или 
СР ВС 

СР ВБ = ОР ВС. Так как ОР = ОВ, то 
СР • В Б = ОВВС. Что и требовалось дока-
зать. 

Задача 24. К кругу, диаметром которо-
го является отрезок АВ, из точки С про-
ведена касательная СВ. Отрезок АС пере-
секает граничную окружность круга в точ-
ке Р , АС = тп, АР = п . Найдите радиус К 
круга. 

Д а н о : АВ — диаметр круга, СВ — 
касательная, АС = т, АР = п (рис. 12, а). 

Н а й т и : К — радиус круга. 
Р е ш е н и е . Дополним конструкцию, 

которая задана условием задачи, отрезком 

-32 — 
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ВР. Так как угол АРВ опирается на диа-
метр, то ВР 1 АС. Треугольники АВС и 
АРВ подобны (конструкция К1), так как 
имеют общий острый угол, следовательно, 
АВ АР 
АС АВ 

или АВ = АР • АС. Таким обра-

зом, К = АВ 1тп 

Ответ: В = 

При решении ряда задач полезны кон-
струкции, элементами которых являются 
прямоугольные треугольники с общим 
острым углом, катетами которых являются 
высоты АР, В Б и СТ остроугольного тре-
угольника АВС. Например, треугольники 
СБВ и СРА подобны, так как имеют об-

щий острый угол С (рис. 13, а). Из подо-
бия треугольников СБВ и СРА следует, 

что СР СБ . Следовательно, треугольни-
СА СВ 

ки САВ и СБР подобны по второму при-
знаку подобия — конструкция КЗ. Анало-
гично треугольник САВ подобен треуголь-
никам ТРВ и ТАБ — конструкция К4 
(рис. 13, б, в). Если О — точка пересече-
ния высот остроугольного треугольника 
АВС, то около каждого из четырёхуголь-
ников ВТОР, СРОБ и АБОТ можно опи-
сать окружность (рис. 13, г). 

Рассмотрим примеры использования ука-
занных конструкций для решения задач. 

Задача 25. В остроугольном треугольнике 
АВС отрезки АК и СТ — его высоты, 

1 

о 

V ° ) 'я с 

а 

б 
Рисунок 11 

б 
Рисунок 12 
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Рисунок 13 

АС = 12 см, ААВС = 60°. Вычислите расстоя-
ние между основаниями высот АР и СТ. 

Д а н о : АВС — остроугольный тре-
угольник, АР 1 ВС , СТ1 АВ, АС = 12 см, 
ААВС = 60° (рис. 14, а). 

В ы ч и с л и т ь : ТР. 
Р е ш е н и е . Воспользуемся конструк-

цией К4. Треугольник САВ подобен тре-
ТР ВР угольнику ТРВ, следовательно, = . 
АС 5А 

В прямоугольном треугольнике АРВ отно-
ВР шение равно косинусу угла АВР, т. е. 
ВА 

ВР ТР 1 = соз60°. Значит, = - и ТР = 6 см. 
ВА 12 2 

О т в е т : ТР = 6 см. 

Задача 26. В остроугольном треугольни-
ке ВСА отрезки АР и СТ— высоты тре-
угольника. Площадь треугольника ВСА 

равна 18 см2, длины отрезков ТР и АС 
равны 2л/2 см и 6л/2 см соответственно. 
Вычислите площадь треугольника ВТР и 
радиус окружности, описанной около тре-
угольника ВСА. 

Д а н о : ВСА — остроугольный тре-
угольник, А Р 1 Б С , СТ1АВ, ТР = 2^[2 см, 
АС = 6^2 см, 8вса =18 см2 (рис. 14, б). 

В ы ч и с л и т ь : 8В Т Р и НВСА . 
Р е ш е н и е . Треугольники ВТР и 

ВСА подобны (конструкция КЗ). Из подо-
бия указанных треугольников следует, что 

\2 5 ВТР 

ЭВСА 

ТР 
АС 

= ^ . Отсюда находим, что 

ЭВТР 
= 2ВСА = 2 ( с м 2 } -

В прямоугольном треугольнике АРВ 
ВР ТР 1 . г ]гтт соз^В = = = —, а 81П^В = л/1-со8 А В -
АВ АС 3 

• -шшШ МЛТ^МЛТЫКЛ шиши ~ 
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2л/2 . Так как для радиуса описанной 
3 

около треугольника ВСА окружности вы-

А С 
полняется равенство = 2ЕВСА, то 

81П / 1 В 9 
ЕВСА = 2 СМ" 

д 
О т в е т : 8ВТР = 2 см2, НВСА = — см. 

Задача 27. В остроугольном треугольни-
ке ВАС проведены высоты АР и СК. 
Площади треугольников ВРК и ВАС рав-
ны — см2 и — см2 соответственно. Вычис-

2 2 
лите радиус окружности, описанной около 
треугольника ВРК, если АС = 3у[2 см. 

Д а н о : АВС — остроугольный треуголь-

ник, АР 1 ВС , СК 1 АВ, 8ВРК = - см2 , 2 9 /— 8вас =— см2 , АС = Зл/2 см (рис. 15, а). 

В ы ч и с л и т ь : Вврк. 
Р е ш е н и е . Радиус В в р к можем най-

ор КР ти из равенства 2К в р к = . 
зт/АВС 

В прямоугольном треугольнике АРВ 
ВР 

соз /АВС = - ^ . Так как треугольники 

ВРК и ВАС подобны (конструкция К1), 

б 

Рисунок 15 
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У дапамогу маладому настаушку 

то соз /1АВС- ВР КР КР Площади 
АВ АС Зл/2 ' 

подобных треугольников относятся как 
квадраты соответственных сторон, следова-

тельно, 7ВРК _ 

•''ВАС 

'КРЛ2 

АС 
= —. Отсюда нахо-

9 

дим, что КР-у!2 см. Таким образом, 

КР 
с о з ААВС - Г-

372 

перь Е в р к = 

1 . 2л/2 = - и з ш / А В С = —— 
3 3 

КР 

Те-

= — (см). 
2зш /ЛВС 4 

О т в е т : ЕВРК= 

Задача 28. В остроугольном треугольни-
ке ВАС проведены высоты АР и СК. Вы-
числите длину отрезка КР, если известно, 
что периметр треугольника ВАС равен 5 см, 
периметр треугольника ВРК равен 3 см, 
а радиус окружности, описанной около 
треугольника ВАС, равен 1 см. 

Д а н о : ВАС — остроугольный тре-
угольник, АР 1 ВС , СК 1 АВ, РВАС = 5 см, 
Рврк= 3 см, ЯВАС =1 см (рис. 15, б). 

В ы ч и с л и т ь : КР. 
Р е ш е н и е . Из подобия треугольни-

ков ВРК и ВАС (конструкция К4) следует, 

ч т о К Р __ РВРК _ 3 

А С РВАС 5 
С л е д о в а т е л ь н о , 

КР = — АС . 
5 

Пусть ААВС = а на основа-

нии следствия из теоремы синусов 

АС = 2КВАС • 81П а =2 81П а. В прямоугольном 
ВР треугольнике ВРА с о з а = - ^ - . Так как 

треугольники ВРК и ВАС подобны, то 

ВР_ _ Рврк _ 3 Таким образом, с оза = - , 
ВА РВАС 5 5 

4 а значит, з т а = —. Теперь находим 
5 

8 3 24 АС = 1 0 з т а = - см и КР = -АС = — (см). 
5 5 25 

24 О т в е т : КР = — см. 
25 

Задача 29. В остроугольном треугольнике 
ВАС проведены высоты АР и СК. Вычисли-
те радиус окружности, описанной около че-
тырёхугольника АКРС, если известно, что 
периметр треугольника ВАС равен 15 см, 
периметр треугольника ВРК равен 9 см, ра-
диус окружности, описанной около треуголь-

9 
ника ВРК, равен — см. (Ответ: 2,4 см.) 

5 
Задача 30. В остроугольном треугольни-

ке ВАС проведены высоты АК и СР . Пло-
щадь треугольника ВАС равна 32 см2, пло-
щадь треугольника АРКС равна 24 см2, 
а радиус окружности, описанной около 

д 
треугольника ВАС, равен см. Вычис-

л/3 
лите длину отрезка КР . (Ответ: 4 см.) 

Предыдущие примеры задач показыва-
ют полезность рассмотрения конструкций, 
содержащих прямоугольные треугольники 
с общим острым углом. 

В общем случае иногда полезно соз-
давать конструкции, содержащие прямо-
угольные треугольники, у которых есть 
равные острые углы, но не обязательно 
совпадающие. Приведём примеры таких 
задач. 

Задача 31. Около окружности радиуса 
г описана равнобедренная трапеция. Рас-
стояние между точками касания окружно-
сти и боковых сторон равно ГП . Найдите 
боковую сторону трапеции. 

Д а н о : АВС Б — равнобедренная тра-
пеция, АВ = СВ, М и N— точки касания 
окружности с боковыми сторонами, 
МЫ = т (рис. 16, а). 

Найти: СВ. 
Р е ш е н и е . Пусть О — центр вписан-

ной окружности. Дополним конструкцию, 
заданную условием задачи, высотой СР тра-
пеции и диаметром А1Т окружности (рис. 
16, б). Тогда угол ТМЫ в треугольнике 
ТМЛГ равен 90° (опирается на диаметр). 

М А Т Э М А Т Ы К А яшшшш 
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Рисунок 16 Рисунок 17 

Прямоугольные треугольники МИТ и РСВ 
подобны, так как у них углы С и N равны 
(как углы с соответственно перпендикуляр-
ными сторонами). Из подобия треугольников 

ГАГ СБ 2 г СБ „ следует, что = или — = . Следо-
МИ СР т 2г 

вательно, СВ = 4гг 

т 

О Т В Е Т : 
4 г2 

т 

Задача 32. Около окружности радиуса 
Г описана равнобедренная трапеция. Пло-
щадь четырёхугольника, вершинами кото-
рого служат точки касания окружности и 
сторон трапеции, равна 8 . Найдите пло-
щадь трапеции. 

Д а н о : АВСВ — равнобедренная тра-
пеция, АВ=СВ, М, Ы, Ь и К— точки 
касания окружности с боковыми сторона-
ми и основаниями, 8КМШ =8 (рис. 17, а). 

АВСО-Н а й т и : 5 
Р е ш е н и е 

ВС + АВ 
АВСО 

Площадь трапеции 

•2 г= (ВС + АВ)г. Так 

как равнобедренная трапеция описана около 
окружности, то ВС + АВ = 2СВ. Таким обра-
зом, 8авсо = 2СВ г. Дополним конструкцию 
высотой СР и диаметром ЫТ (рис. 17, б). Из 
подобия треугольников МИТ и РСВ (углы 
МИТ и РСВ равны как углы с соответствен-
но перпендикулярными сторонами) следует, 

ТЫ СВ 2 г СВ „ -. Следователь-что 
МИ СР 

или 
МИ 2 г 

но, СВ = 4г 
МАГ 

. Площадь четырёхугольника 

М А Т Э М А Т Ы К А 



КМЬЫ со взаимно перпендикулярными диа-
гоналями равна половине их произведения, 

1 5 значит, 5 = - МЫ • 2г . Отсюда МЫ = —. 
2 г 

4 г2 4 г3 
Тогда С.0 = = - — . Теперь находим, 

МИ 8 

8 г4 

что Зддсо = 2СБ • г = — . 

п О т в е т : . 5 
Использование базисных, типовых, 

опорных геометрических конструкций и 

создание новых конструкций для нахож-
дения связей между данными и искомыми 
величинами, является важным элементом 
поиска различных способов решения за-
дач, которые в определённой степени яв-
ляются «производными» геометрической 
конструкции. Систематическое решение 
задач, иллюстрирующих возможность на-
хождения более эффективных решений 
благодаря выбору соответствующих кон-
струкций, является одним из средств уси-
ления мотивации изучения геометрии и 
развития конструктивной деятельности 
учащихся. 
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