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няга раўнання атрымаем 

У = 9і-^в\п2^ЬФ(С,)(і-С5)\ (7) 

дзе С5 — адвольная пастаянная, р * 0. 
3 формул (3.1) і (6), улічваючы роўнасці (5) і 

(7), атрымаем наступнае 
[с7 

7 
соз2^/йў Ф(С,)(І-С3), у * 0 , (8) 

соз2л/рб Ф(С,)(і-С5), 5 * 0 . (9) 
5 

Зробім 
сУт 

у зыходнан сістэме замену 

сіі =—, Р ^ О , дзе т — новая незалежная 
І|> 

зменная. Тады сістэма (2.1) —(2.4) запішацца так 

(10) 

с/х 0 сСу 
— = 2уі / , ™ = 2 5 у 
сУт ' дх 

бі! 0 сЛ/ 00 

с/т с/т 

Сістэма ДР (10) — лінейная, а яна, як вядо-
ма (напрыклад, [7]), не мае ў С ніякіх рухомых 
асаблівых пунктаў. 

Тэарэма. Нелінейная аўтаномная сістэма 
Гамільтона (1) не мае ў С ніякіх рухомых асаб-

лівых пунктаў. Усе яе рашэнні — цэлыя функ-
цыі (формульі((5), (7), (8), (9)). 
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Натіііоп зузіет оГ іііе 4Ь огсіег х'= Н'ц, у'= 
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о'оез поі ііауе апу тоуаЫе зіпдыіаг роіпіз іп с. Іі 
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АБ ЗБЕЖНАСЦІ 1 ПАДСУМОЎВАННІ АРТАГАНАЛЬНЫХ ШЭРАГАЎ 
ПА РАЦЫЯНАЛЬНЫХ ФУНКЦЫЯХ 

Ортаўнармаваныя сістэмы рацыянальных 
функцый па акружнасці \г\ = 1 былі пабудаваны 

ў [1—2]. У дачыненні да аналітычных функцый, 
частковыя сумы артаганальных шэрагаў па 
такіх сістэмах прысутнічаюць у манаграфіі [3] 
Дж. Уолша, якая на англійскай мове ўпершыню 
надрукавана ў 1935 г. У прасторы непарыўных 
2 7т -перыядычных функцый апраксімацыя част-
ковымі сумамі шэрагаў Фур'е па рацыянальных 
функцыях з фіксаванымі полюсамі разглядапася 
ў работах М. М. Джрбашана (напрыклад, [4]). Для 
даследавання найлепшых рацыянальных на-
бліжэнняў са свабоднымі полюсамі аналітычных і 
2 я -перыядычных функцый рацыянальныя апе-
ратары тыпу Фур'е скарыстоўваліся ў [5—7]. 

У дадзеным артыкуле разглядаюцца ра-
цыянальныя аператары, якія дзейнічаюць у 
прасторы С(П) непарыўных на рэчаіснай восі 
функцый Т (х) з канечным лімітам на бяскон-

цасць. Няхай {гк =<хк+ /р л } "м , \т(гк) > 0, — 

пэўная паслядоўнасць камплексных лікаў. 
Тэарэма 1. Рацыянальныя функцыі 

Ч*п ( * ) ^ Фл .П = 00 ( 1 ) 

складаюць ортаўнармаваную сістэму на рэчаіс-

най восі з вагавай функцыяй (1 + х 2 ) 1 . 

Доказ тэарэмы заключаецца ў непасрэд-
ным падліку з дапамогай рэштаў інтэгралаў ад 
здабытку дзвюх розньіх функцый сістэмы (1), 

памножанага на ( і + х 2 ) 1 . 

Калі !(х) інтзгравальная на К з вагой 

(1 + х 2 ) 1, то ёй можна суаднесці ў адпавед-

насць шэраг Фур'е па сістэме 
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і(х) ~ аоФо(х) + ^(акц>к(х) + Ькук(х)), (2) 

дзе каэфіцыенты вызначаюцца па формулах 
/(х)сУх 

/ ' О О ф Л * ) ^ 
бх 
+ х 

Ьк = _ | 7 ( х ) ^ ( х ) -
с/х 
+ X 

(3) 

Будзем абазначаць праз 52 л (х ,0 частко-
=ую суму шэрага (2), інакш кажучы 

п 
32п(х,і) = а0ф0(х) + ^ (а к ср к (х ) + Ькук(х)), (4) 

к=1 
праз лп (х) здабытак Бляшке з нулямі ў пунк-

-эх \2к} і полюсамі у пунктах , гэта значыць 

- „ ( * ) = п х - г . 
х - 2к 

Возьмем ядро Кп (і, х) у выглядзе 

КП(і,х) = 
1 Гх+/ X - / -

2пі(і-х) [і+і пК' пК ' і-і ' 
Тэарэма 2. Рацыянальныя аператары 

52п (Х, і) маюць выяву 

82п(Х,Г)= \Г(і)Кп(і,х)сіі. (6) 

Доказ тэарэмы 2 з улікам (2) і (3) 
атрымліваецца з тоеснасці 

1 
1 + Г - + Е (ф* (х)ф/< (0 + V* (0) = 

V А=1 
1 [ х + / ^ - 4 Х - г , 

і Л - 2 , х -2 я * - / і ^ - 2 , Х - 2 , | ' 

Менавіта дадзеную тоеснасць мы павінны 
праверыць. Правая яе частка, відавочна, уяў-
ляе рацыянальную функцыю парадку 2п па 

зменнай х з полюсамі ў пунктах { г к ,2 к } ^ і ра-

цыянальную функцыю парадку 2п+2 па змен-

най і у тых самых пунктах { г к , г к } ^ і дадаткова 

ў пунктах {/, - / } . 

У адпаведнасці з (1) левая частка (7) ёсць 
таксама рацыянальная функцыя па зменных х і 
і тых самых парадкаў і з аднолькавымі полю-
самі. Значыць, каб праверыць тоеснасць (7), 
патрэбна памножыць яе на кожную функцыю 

{у* ( ' ) }*„ і пераканацца, што пасля 
інтэгравання з абодвух бакоў атрьімаюцца 
аднолькавыя вынікі. Разгледзім для пэўнасці 
вынікі інтэгравання, калі (7) памнажаецца на 
функцыю фт(і), т > 1. 3 нагоды ортаўнарма-
ванасці сістэмы (1) будзем мець, што інтэграл 

ад левай часткі (7), памножанай на ц>т(і), 

Я г У - + <*=чрт(х). (8) + і {к м ) 
Паколькі ядро Кп(і,х) мае аналітычны пра-

цяг з рэчаіснай восі ў камплексную плоскасць, то 
інтэграл ад правай часткі (7), памножанай на 
ф т (0 

)кп(і,х)ут№ = 
"" " я 2я/ 

г-*х+і 0 т 1 1-7 1 1 
,І — 2т к=1 2-2к к=т+1 ^ — 2,. І — 2 

2 - / ^ ^ - 2 , 2 - 2 , ! + / ^ ? 2;. 
- і 

1 

- і В П г -00 ' ' *=1 ' -

1 I 
ТТ —— ді\ = 

2, 2 - 2 , 

І і т <^2я/'Ре5 
71 2ПІ 2->х+/0 

1 2 + І 
1-2 І - Т 

' п 7 п 

І 1 2-г. -к у пН4 
/с-т+1 «—2 

І і т 
7Г 2-+Х+І0 I _ г 1 т 

п 2 - 2 . 

к V 
Л / 

V к . 1 2 - гк} 
п 2 - 2 . 

ук=т+1 2 — 2, у 

- Х + 1 | Т * *к_ _ 

х + і Р4х-г„ -п-тг х-гт^х-гк 
=Фт ( Х ) ' 0 ) 

Як відаць з (8) і (9), вынікі інтэгравання 
аднолькавыя, аналагічна правяраецца ідэнтыч-
насць вынікаў інтэгравання (7) пры множанні 
(7) на \\ік(і), к = \п і на ф0(?). Такім чынам, мы 
праверылі правільнасць тоеснасці (7), і доказ 
тэарэмы 2 скончаны цалкам. 

Зараз атрымаем іншыя выяўленні для ядра 
Кп(і,х) і рацыянальных аператараў 32п(х,і). 
Будзем абазначаць 

веГ ЬеГ П 
50 (0 = а г д ( / - 0 , Ф п (0 = І а г д ( 2 , - 0 , 

к=1 
Леі 

Ф'п(і) = 2Фп(і) + Ь0(і), (10) 
паколькі І т г , > 0 , ? е К , то можна лічыць, што 
0 < агд^г, -і)<п . Маючы на ўвазе, што здабы-
так Бляшке магчыма запісаць праз экспаненту 

_ а2іч>„т 
*=1 2к-І 

лёгка пераканацца ў правільнасці раўнання 

-у/х2 +1 ^(фпЧП-ч>п'(х)) Х + і Л ^ - І 2к -X 
і + і і ! 2, — І 2к — X # 7 1 

якое разам з камплексна спалучаным да яго 
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раўнаннем дазваляе інакш запісаць ядро (5) 

1 
Кп(*,х) = 

У х 2 + 1 
2тгІ( ( -Х) Т ^ й 

' і(ф„'(1)-Ф„'(х)} _ -/(ФЛО-ФЛ*))' 
С/ сі 

1 л / ^ 5 І П [ Ф / ( 0 - Ф Д Х ) ] 

У такім разе пасля падстаноўкі (11) у (6) 
атрымаем 

(12) 

(11) 

Нараўне з рацыянальнымі аператарамі (12) 
будзем разглядаць цяпер мноства аператараў 
тыпу Фур'е 

1^,(13) 

Ф„,к'(і) = Фй'(і) + 2к&0(і), /с = 0 , л - 1 . (14) 
Зразумела, што на самай справе рацыя-

нальны аператар $2п 2к (х, () ёсць спецыяльны 

аператар 52л+2(( (х, / ) , вобразы якога падаюцца 
формулай (6) і які адпавядае сістэме 2л пара-
метраў 

3 гэтай нагоды аператары 52п 2(Дх,0 будуць 

дакладнымі адпаведна на рацыянальных функ-
цыях 

Рш+гЛ*) Г2п.2к(Х) — ' 
( х 2 + 1 ) А П( Х - 2 г ) ( Х - 2 Г ) 

(15) 

дзе р2п+2/с(х) ёсць алгебраічны паліном ступені 
не больш за п, гэта значыць 

^2л,2/ДХ> г2п.2к) = Г2п.2к(х) ' 
3 дапамогай аператараў 32пП(х,() вызна-

чым лінейны непарыўны рацыянальны апера-
тар Я4„_2 : С(Я) С(Я) такім чынам, што 

Я4 п_2(х,0 = - ^ І 3 2 П і 2 , ( х , Г). 
П к=0 

(17) 

Тэарэма 3. Рацыянальныя аператары 
^ 4 п _ 2 ( х ' 0 дакпадныя на рацыянальных функ-
цыях г2л(х) выгляду (15) і маюць выяву ў фор-
ме рознасці двух дадатных лінейных непа-
рыўных аператараў фейераўскага тыпу. 

Доказ першага сцвярджэння атрымліваец-
ца на аснове (15)—(17) 

17-1 

п_г(Х' Г2п) = ТГ^ ^2п,2к(Х, Г2п ) = 
" *=0 

п - 1 

= -ЦГ2п(Х) = Г2п(х). 
п к=0 

Зараз падставім (13) у (17) і будзем мець 

П<п-2ІХЛ 
Ух2 +1 | Г(і) 

™ і V/2 +1 - х) 

< Х з і п [ Ф П ] ; ( О - Ф л , ; ( Х ) ^ . (18) 
/с=о 

Каб знайсці суму сінусаў, што размешчана 
пад інтэгралам у апошнім раўнанні, заўважым, 
па-першае, што з улікам (10) 

1 - х 
8іп(50(0 - 50(х)) = — = — = = = + 

л/г + 1 л/х + 1 
І 1 / — X 

• / — / — - / — / — • • • ( 1 9 ) 

л / ^ + 1 л/х2 +1 л/ /2+1л/х2+1 
На падставе (10) і (14) пасля некаторых пе-

раўтварэнняў атрымаем 

Хзіп [ф;,к(і)-ф',к(х)] = 
к=0 

I Зіп [ ф ; , (0 - Фл% (х)] 8ІП(50 (0 - 50 (х)) 
п-і 
I к=0 

з і п (5 0 ( 0 -5 0 ( х ) ) 

1 
2зіп(50(0 - 50(х)) 

2 (соз [Ф ; , (0 - Ф; , (х) - 50 (0 + 50 (х)] -
к=0 

- соз [Ф ; , (і) - Ф; , (х) + 50 (/) - 50 (х)]) = 

п-1 
2зіп(50 (0-50 (х)) 

(соз [2ФП (/) - 2 Ф„ (х) + 2/с (50 (0 - 50 (х))] -
к=0 

- соз [2Ф„ (0 - 2ФЛ (х) + 2(к +1) (50 (і) - 50 (х))]) = 

= (соз [2Ф (і) - 2Ф (х)| -

2з іп (5 0 (0 -5 0 ( х ) ) 1 1 п К ' пК 

- соз [2ФЛ (0 - 2 Фп (х) + 2п (50 (0 - 50 (х))]) = 

1 

~зіп(50(0 - 5 0 (х ) ) Х 

х (зіп2 [Фл (0 - Фл (х) + л (50 (0 - 50 (х))] -
- з і п 2 [ Ф „ ( 0 - Ф л ( х ) ] ) . (20) 

3 раўнанняў (18), (19) адразу вынікае, што 
х2 +1 

Я4Л-2 (х,0 7ІЛ 

ЗІП2 [ Ф л (0 - + - 5 ° ( Х ) ) ] ^ 

(1-х) 

і ( / - X ) 2 

Л 
(21) 
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доказ тэарэмы 3 цалкам закончаны. 
Найлепшым рацыянальным набліжэннем 

Кп(Г) = Р!п(Г,г„22 2п) функцыі і(х) е С(Я) 
называем, як звычайна, 

<1еГ 

Я„ (0 = і п ^ ( х ) - г 2 я ( х ) | | , 
дзе інфімум бярэцца па любых правільных 
рацыянальных функцыях з полюсамі ў пунктах 

к=1 

Тэарэма 4. Калі |(1 + х2) Ф'п (х)І <Сп, х е Я і 

ў(х) е С(К), то аператары КАп_2(х,П ажыццяў-
ляюць апраксімацыю найлепшага парадку, дак-
ладней выконваецца стасунак 

\\Г(х)-КАп_2(х,Г)\\ = 0{Кп(Г,2„22,...,гп)).(22) 

Для доказу нагадаем, што [5, с. 114—115] 
для любых {гк , І т г , > 0 , і любых п спра-
зядлівы раўнанні 

%зіп2 \Ф(і)-Фп(х)] 

і (і — х) 
у прыватнасці таксама выконваецца 

| зіп2 [Фп (і) - Фп (х) + /7 (50 (і) - 50 (х))] ^ 

(і-ху 

= п[ ф'п(х) + 
п 

1 + X 
3 гэтых стасункаў і (21) вынікае пры ўмове 

-эарэмы, 

з уР 

што норма Я4 

х2 +1( 
П К 

Ф'пМ-
1 + х2 

аператара 

+ Ф'„(х) <2С +1 

Калі г2п'(х) рацыянальная функцыя найлеп-
шага набліжэння, то для адхілення аператара 
Я4я_2(х1/)адфункцыі і(х) атрымаем 

\\Г(х)-К<п_2(х,0\\<ІГ(х)-г2;(х)\\ + 

+ \\Г2п'М-^4п_2(Х,І)\\ = 

= 21 > г
2 2П) + ||я4„_2 (Х,І- г2; (Х))[ < 

< 2(С + 1)/-?Л(Л 2„2г 2„), 

і доказ тэарэмы 4 завершаны. 
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М. Т. Стэльмашук, У. А. Шылінец 

РЭДУЦЫРАВАННЕ АДНОЙ СІСТЭМЫ РАЎНАННЯЎ 
У ЧАСТКОВЫХ ВЫТВОРНЫХ ДА КАНАНІЧНАГА ВЫГЛЯДУ 
ПРЫ ДАПАМОЗЕ ДВАЙНЫХ ФУНКЦЫЙ 

Уводзіны. Прадметам даследавання з'яў-
ляецца наступная сістэма дыферэнцыяльных 
саўнанняў у частковых вытворных: 

Г у = ^ ф > Л 4 ф ' у + Г / + 02ф + Е 2 } , 

дзе Ак (к = 1,2,3,4) — камплексныя канстанты; 

Тк,@к, Ек е С1(0) (к = 1,2); Л Ф е С 2 ( 0 ) . 

Заўсёды абазначаем праз С1(0) (С2(0)) 
клас рэчаісных або камплексных функцый рэ-
чаісных зменных х ,у , якія непарыўна дыфе-
рэнцавальныя (двойчы непарыўна дыферэнца-
вальныя) у некаторым адназвязным абсягу О . 

Як было паказана ў працы [1], сістэма (1), 
дзе шукаемыя функцыі Л ф е С 2 ( 0 ) , а даныя 
функцыі Тк, @к, Ек е С1 (0 ) , эквівалентна сіс-


