
Матэматыка 25

Весці БДПУ. Серыя 3. 2020. № 4. С. 25–31.

УДК 512.6

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ  
С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ    
КОЭФФИЦИЕНТАМИ В КОЛЬЦЕ 
h-КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ 

UDC 512.6 

ALGEBRAIC  
EQUATIONS WITH MATERIAL 
COEFFICIENTS IN THE RING  

OF h-COMPLEX NUMBERS

В. А. Павловский, 
аспирант кафедры  

теории функций БГУ
Поступила в редакцию 12.11.20.

V. Pavlovsky, 
Postgraduate Student  
of the Department of Theory of Functions, BSU

Received on 12.11.20.
Рассмотрен вопрос существования корней алгебраического уравнения в кольце h-комплексных чисел. 
Установлена теорема об h-комплексных корнях этого уравнения. Приводятся частные случаи, в которых 
рассмотрены различные условия существования и отсутствия корней алгебраических уравнений в кольце 
h-комплексных чисел. Также уделено внимание особенностям разрешимости алгебраических уравнений  
в кольце h-комплексных чисел, таким, как существование делителей нуля и кратных корней.
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The article considers the problem of existence of the roots of algebraic equation in the ring of h-complex numbers. 
It states the theorem about h-complex roots of this equation. It gives particular examples which consider various 
conditions of existence and absence of roots of algebraic equations in the ring of h-complex numbers. It pays 
attention to the peculiarities of solution of algebraic equations in the ring of h-complex numbers such as existence 
of divisors of zero and multiple roots.
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The question of the existence of the roots of an algebraic equation in the ring of h-complex 
numbers is considered. The theorem on the h-complex roots of this equation is established. Partic-
ular cases are given in which various conditions for the existence and absence of roots of algebraic 
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features of algebraic equations in the ring of h-complex numbers, such as the existence of zero 
divisors and multiple roots.
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Введение. В математической литературе теория h-комплексных (двойных) чисел и функ-
ций h-комплексных переменных освещена недостаточно. Имеющиеся результаты приведе-
ны в [1−5]. Актуальными являются исследования, связанные с дальнейшим изучением во-
просов анализа на множестве h-комплексных чисел. В статье рассмотрены вопросы, свя-
занные с решением алгебраических уравнений в кольце h-комплексных чисел.

Алгебраические уравнения в кольце h . Пусть h − кольцо всех h-комплексных чи-
сел, то есть чисел вида +a bj , где ∈,a b  = ≠ ±2 1, 1j j [5]. В кольце h имеются делители 
нуля, каковыми являются числа вида ±a aj , Нетрудно это проверить:

( ) ( )+ ⋅ − = − = − =2 2 2 2 2 0a aj a aj a a j a a . 

Особо отметим случай, когда =
1
2

a , тогда делители нуля обладают следующими свой-

ствами:

a) ± ± ∀ ∈ = 
 

1 1:
2 2

nj jn   ;

б) числа ±1
2

j образуют базис в h , то есть любое h-комплексное число +a bj можно одно-

значно представить в виде:

( ) ( )+ −
+ = + + −

1 1 .
2 2

j ja bj a b a b

Пусть n − произвольное натуральное число. Рассмотрим многочлен n-й степени от пере-
менной ∈ hz 

( ) = + +…+ +–1
–1 1 0,

n n
n n nP z a z a z a z a

1 
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с коэффициентами … ∈0 1 –1, , , ,n na a a a  .
Предполагается, что ≠ 0na .
Напомним, что уравнение

( ) = 0nP z (1)

называется алгебраическим уравнением степени n. Число α называется корнем уравне-
ния (1) кратности ∈k  , если

( ) ( ) ( )= − α ⋅ 1 ,k
nP z z P z

где ( )α ≠1 0P .
Известно [6], что любой многочлен вида

( ) = + +…+ +–1
–1 1 0

n n
n nP x x a x a x a

степени n с вещественными коэффициентами над полем  может быть разложен на линей-
ные и квадратичные множители, то есть.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 2
1 1 1

rs l lk k
n s r rP x x x x x x p x q x p x q= − … − + + … + +⋅ ,

где

( ) ( )… ∈ +…+ + +…+ =1 1 1, , , 2 ,s s rx x k k l l n 

ν
ν ν ν− < ∈ ν = …

2

0,  , , 1,2, , .
4
p q p q r 

Такое представление единственно с точностью до порядка следования множителей. Ал-
гебраическое уравнение в кольце h можно переписать в виде:

−
−+ +…+ + =1
1 1 0             n n

nz a z a z a

( ) ( ) ( ) ( )= − … − + + … + + =⋅ 11 2 2
1 1 1             0rs l lk k

s r rz z z z z p z q z p z q .
(2)

Отметим, что квадратичные множители вида ( )+ +2 il

i iz p z q неприводимы над коль-

цом h и не являются делителями нуля.
Теорема 1. Пусть многочлен с вещественными коэффициентами представлен в виде

−
−+ +…+ + =1
1 1 0

n n
nz a z a z a

( ) ( ) ( ) ( )11 2 2
1 1 1 ,rs l lk k

s r rz z z z z p z q z p z q= − … − + + … + +⋅

где

ν
ν… … ∈ − < ν = …

2

1 1 1, , , , , , , ,  0, 1,2, , ,
4s r r
px x p q p q q r

то в кольце h-комплексных чисел он имеет 2s различных корней, из которых s корней − ве-

щественные (они расположены на оси абсцисс), −2s s корней − h-комплексные, ( )−1
2

s s
из

них лежат в верхней полуплоскости h , а ( )−1
2

s s
− в нижней.

Доказательство. Используя разложение

( ) ( )+ −
+ = + + −

1 1 ,
2 2

j jx jy x y x y (3)

возведем +x jy в степень n

2 
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( ) ( ) ( )+ − + = + + − =  

1 1
2 2

n
n j jx jy x y x y

( ) ( )
−∞

−

=

  + −   = + − =     
    

∑
0

1 1
2 2

k n k
k n k

n

n j jx y x y
k

( ) ( ) ( ) ( )+ − + −   = + + − = + + −   
   

1 1 1 1 .
2 2 2 2

n n
n n n nj j j jx y x y x y x y

Теперь, используя представление 

( ) ( ) ( )+ −
+ = + + −

1 1 ,
2 2

n n nj jx jy x y x y

разложим многочлен ( )nP z по базису + −1 1,
2 2

j j и представим уравнение (1) так:

( ) ( ) ( ) ( )= + + + +…+ + + =
–1

–1 1 0
n n

n nP z x jy a x jy a x jy a

( ) ( ) ( )−

−

+  = + + + +…+ + + + 
1

1 1 0
1

2
n n

n
j x y a x y a x y a

( ) ( ) ( )−

−

−  + − + − +…+ − + = 
1

1 1 0
1 0.

2
n n

n
j x y a x y a x y a

Отсюда заключаем, что уравнение
( )+ = 0nP x jy

равносильно системе уравнений

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

−

−

−

−

 + + + +…+ + + =


− + − +…+ − + =

1
1 1 0

1
1 1 0

0,
          

0.

n n
n

n n
n

x y a x y a x y a

x y a x y a x y a

(4.1)

(4.2)
Каждое вещественное решение системы уравнений (4.1) и (4.2) порождает в силу равен-

ства (3) корни в кольце h и наоборот. Лежащим в кольце h корням уравнения

( )+ = 0nP x jy

соответствуют только вещественные решения данной системы.
Далее используем разложение (2) многочлена ( )nP z на линейные и квадратичные мно-

жители. Так как при вещественном z все квадратичные множители в (2) положительны, то 
они не порождают корней из h . Корни, лежащие в кольце h , порождают только веще-
ственные попарно различные корни …1, , sz z (без учета их кратностей). Таким образом, ре-
шив уравнения (4.1) и (4.2), приходим к системе:

µ

ν

+ = µ = …


− = ν = …

,     1,2, , ,

,     1,2, , .

x y x s

x y x s
(5)

Складывая и вычитая уравнения этой системы, находим 

µ ν
µν

+
=

2
x x

x , µ ν
µν

−
=

2
x x

y , µ ν = …       , 1,2, , .s

Значит, искомыми корнями в кольце h являются

µ ν µ ν
µν µν

+ −
+ = + µ ν = …, , 1,2, , .

2 2
x x x x

x jy j s

3 
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Всего имеем 2s попарно различных корней. При µ = ν имеем

µµ µµ µ+ = ∈ µ = …, 1,2, , .x jy x s 

Если µ ≠ ν , то корни

µ ν µ ν
µν µν

+ −
± = ±

2 2
x x x x

x jy j

являются попарно сопряженными. Значит, −2

2
s s лежат в верхней полуплоскости 

и −2

2
s s

− в нижней. Теорема доказана.

Рассмотрим частные случаи.
Следствие 1. Если уравнение −

−+ +…+ + =1
1 1 0 0n n

nz a z a z a с вещественными коэффици-
ентами имеет n различных простых вещественных корней, то в кольце h-комплексных чисел 
оно имеет n2 корней.

Доказательство. Предположим, что уравнение имеет n различных простых веществен-
ных корней ζ ζ … ζ ∈1 2, , , n  . Это означает, что =s n , а в разложении (2) многочлена ( )nP z на 
линейные и квадратичные множители нет квадратичных множителей и, кроме того, 

=…= =1 1nk k . Запишем уравнение (1) в следующем равносильном виде:

( ) ( ) ( )−

−+ + + +…+ + + =
1

1 1 0 0.n n
nx jy a x jy a x jy a

Так как по условию исходное уравнение имеет n различных простых вещественных кор-
ней, то имеем

µ

ν

+ = ζ µ ν = …
− = ζ

,  , 1,2, , .
x y

n
x y

Отсюда находим все корни уравнения в кольце h :

µ ν
µν

µ ν
µν

ζ + ζ
= µ ν = … ζ − ζ =

,
2     , 1,2, , .

,
2

x
n

y

Таким образом, придавая каждому индексу µ ν, значения от 1 до n , получаем все 2n кор-
ней в кольце h .

Следствие 2. Уравнение −
−+ +…+ + =1
1 1 0 0n n

nz a z a z a , где n − четное, с вещественными 
коэффициентами в кольце h не имеет корней, если оно не имеет корней в  .

Доказательство. Пусть уравнение не имеет вещественных корней. Тогда в разложении (2)
многочлена ( )nP z на линейные и квадратичные множители нет линейных множителей, 
а только квадратичные, = 0s , n − четное, а все корни системы (5) − комплексные.

µ µ

ν ν

+ = +


− = +

,

,

x y x iy

x y x iy
(6)

где µ ≠ 0y , ν ≠ 0y . Решая систему (6), находим 

µ ν µ ν
µν

+ +
= +

2 2
x x y y

x i ,

4 
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µ ν µ ν
µν

− −
= +

2 2
x x y y

y i .

Гиперболические части чисел µνx и µνy не могут одновременно быть равными нулю, так 
как тогда будет µ ν= = 0y y . Значит, корни уравнения будут иметь вид

µν µν+x iy ,

и они будут посторонними как корни из h . В этом случае уравнение (1) корней в h не имеет.
Следствие 3. Если уравнение −

−+ +…+ + =1
1 1 0 0n n

nz a z a z a с вещественными коэффициен-
тами имеет единственный корень в  , то других корней в кольце h-комплексных чисел нет.

Доказательство. Пусть уравнение имеет единственный вещественный корень 0x , тогда 
n − нечетное, а система (5) имеет вид

+ =
 − =

0

0

,
.

x y x
x y x

Отсюда = 0x x , = 0y . В этом случае уравнение имеет единственный корень               
∈ ⊂0 hx   .
Рассмотрим еще случай, когда среди корней многочлена ( )nP z в кольце h имеются де-

лители нуля.

Теорема 2. Делители нуля вида ±
λ ⋅

1
2

j являются корнями уравнения                   
−

−+ +…+ + =1
1 1 0 0n n

nz a z a z a , если и только если это уравнение имеет, по крайней мере, два 
вещественных корня, один из которых равен нулю.

Доказательство. Пусть уравнение имеет в качестве корней делители нуля +
λ

1
2

j

и −
λ

1
2

j , где λ∈ .

Тогда справедливо выражение

   + − λ λ λ λ       − λ ⋅ − λ = − − ⋅ − + =                    

1 1
2 2 2 2 2 2

j jz z z j z j

λ λ = − − = − λ = 
 

2 2
2 0.

2 4
z z z

Отсюда очевидно, что =1 0z , = λ2z являются корнями уравнения (1).
Докажем обратное утверждение. Пусть =1 0z , = λ2z – корни уравнения (1). Тогда реше-

ние данного уравнения сведется к решению системы

=
λ + λ =

0
2

1

0,
0.

a
a

Умножив обе части уравнения
λ + λ =2

1 0a

на ±1
2

j и преобразовав

± ± ±
λ + λ ⋅ + = λ + λ +2 2

1 0 1 0
1 1 1( ) ( )

2 2 2
j j ja a a a ± ± = λ + λ + = 

 

2
2

1 0
1 1( ) 0,

2 2
j ja a

5 
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получим следующее равносильное системе уравнение

 ± ± λ + λ + =     

2

1 0
1 1 0,

2 2
j ja a

отсюда следует, что делители нуля ±
λ ⋅

1
2

j являются корнями уравнения (1).

Отметим, что существование делителей нуля среди корней уравнения не следует из 
наличия нулевого корня уравнения. Например, уравнение

+ = ≠1 0 10,     0a z a a (7)

при =0 0a имеет единственный корень = 0z , соответственно среди корней уравнения (7)
нет делителей нуля.

Разложение многочлена на множители в кольце h . В кольце h разложение мно-
гочлена на множители не является единственным.

Многочлен вида

( ) = + +…+ +–1
–1 1 0,

n n
n n nP z a z a z a z a

степени n с вещественными коэффициентами над кольцом h может быть разложен на 
множители в виде произведения

( ) ( ) ( )µν µν µν µν
µ ν=

= − + ⋅ − −∏
, 1

.
n

nP z z x jy z x jy

Например, для квадратичного трехчлена с вещественными корнями

( ) ( )µ ν µ ν+ + = − − ≠2 ,  ,x ax b x x x x x x

имеем:

µ ν µ ν
µν µν

+ −
± = ± ,

2 2
x x x x

x jy j

и тогда будет разложение над h иметь вид:

( ) ( ) ( )µν µν µν µν µν µν µν µν µν− + ⋅ − − = − − = − + − =
2 2 2 2 22x x jy x x jy x x y x xx x y

µ ν µ ν µ ν+ + −   
= − + − =   

   

2 2
2 2

2 2 2
x x x x x x

x x

( ) ( ) ( )µ ν µ ν µ ν= − + ⋅ + = − − = + +2 2 .x x x x x x x x x x x ax b

Теорема 3. Многочлен

( ) ( ) ( ) ( )= − − … − … ∈1 2 2 1 2,    , , .n s sP x x x x x x x x x 

с простыми попарно различными корнями над кольцом h будет иметь 2s различных раз-
ложений.

Доказательство. Количество различных разложений многочлена ( )nP x будем искать 
в явном виде методом индукции по s . Пусть = 1,s тогда над кольцом h многочлен ( )nP x
имеет два разложения:

( ) ( ) ( ) + − + −   = − − = − + ⋅ − −   
   

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 .

2 2 2 2n
x x x x x x x xP x x x x x x j x j

6 
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Пусть теперь = 2,s тогда многочлен ( )nP x имеет четыре разложения:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − − =1 2 3 4nP x x x x x x x x x

3 4 3 41 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
x x x xx x x x x x x xx j x j x j+ −+ − + −     = − + − + − − ×     

     

3 4 3 4 2 3 2 3 2 3 2 3

2 2 2 2 2 2
x x x x x x x x x x x xx j x j x j+ − + − + −     × − − = − + − + ×     

     

1 3 1 31 4 1 4 1 4 1 4

2 2 2 2 2 2
x x x xx x x x x x x xx j x j x j+ −+ − + −     × − − − − = − + ×     

     

1 3 1 3 2 4 2 4 2 4 2 4 .
2 2 2 2 2 2

x x x x x x x x x x x xx j x j x j+ − + − + −     × − + − − − −    
    

Пусть теперь = ,s k тогда многочлен ( )nP x :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )µν µν µν µν
µ ν=

= − − … − = − + ⋅ − −∏
2

1 2 2
, 1

,
k

n kP x x x x x x x z x jy z x jy

причем таких произведений

( ) −
= −

22 2
2 1.

2
k k

k
k

Заменяя k на s и с учетом разложения с вещественными корнями, получаем 2s разло-
жений. Теорема доказана.

Заключение. В статье доказана теорема о количестве корней алгебраического уравне-
ния в кольце h-комплексных чисел, охватывающая случай кратных корней уравнения. Дока-
зано, что если уравнение на множестве вещественных чисел имеет n корней, то в кольце 
h-комплексных чисел оно имеет n2 корней; если уравнение не имеет вещественных корней, 
то и в кольце h-комплексных чисел корней нет. Выведены необходимые и достаточные 
условия того, что среди корней уравнения есть делители нуля.
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