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Уводзіны. Для вывучэння дыферэнцыяльных раўнанняў выкарыстоўваюцца розныя 
метады. Адным з такіх метадаў з’яўляецца метад функцый, манагенных у сэнсе У. С. Фёда-
рава (F-манагенных) [1–7]. У прыватнасці, пры дапамозе F-манагенных функцый можна 
пабудаваць функцыянальна-інварыянтныя рашэнні сістэмы Максвэла для электрамагнітнага 
поля ў пустаце [8, 9]. Акрамя гэтага, пры дапамозе адзначаных функцый для асобных відаў 
дыферэнцыяльных раўнанняў і сістэм дыферэнцыяльных раўнанняў удаецца будаваць 
рашэнні ў замкнутай форме [10].

У працы [11] даследавалася задача Кашы для дыферэнцыяльнага раўнання ў фар-
мальных вытворных другога парадку. У дадзенай працы вывучаецца задача Кашы для 
дыферэнцыяльнага раўнання ў фармальных вытворных n-га парадку.

Асноўная частка. Няхай = ( , )p p x y , = ( , )q q x y – адназначныя функцыі класа 1( )C D для 
некаторага абсягу D плоскасці , .x y

Лічым гэтыя функцыі ці камплекснымі, ці гіперкамплекснымі і ў апошнім выпадку мяркуем, 
што значэнні гэтых функцый у абсягу D з’яўляюцца элементамі якой-небудзь асацыятыўна-
камутатыўнай алгебры з адзінкай над полем камплексных лікаў.

Мяркуем ′ ′ ′ ′δ = −x y y xp q p q . Будзем заўсёды лічыць, што ў абсягу D існуе −δ 1 .

Пры гэтых умовах фармальнымі вытворнымі ∂
∂
f
p

, ∂
∂

f
q

функцыі = ∈ 1( , ) ( )f f x y C D на-

зываюцца такія функцыі ад ,x y , якія вызначаюцца ў абсягу D роўнасцямі [12]:
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= − ∂ δ ∂ ∂ ∂ ∂ 

1f f q f q
p x y y x

, ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= − ∂ δ ∂ ∂ ∂ ∂ 

1f f p f p
q y x x y

. 

У выпадку функцый p , q і f класа ( )nC D будзем прытрымлівацца наступнага азначэння 
фармальных вытворных n-га парадку [12]: 

−

−

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

1

1

n n

n n
f f

q q q
. 

Далей будзем лічыць, што p і q  – аналітычныя ад x функцыі пры = =0y y const .
Напрыклад, = ( )p xt y , дзе t  – непарыўна-дыферэнцавальная функцыя па y . 

Даследуем наступную задачу.
Задача. Знайсці рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання ў фармальных вытворных n-га

парадку 

∂
=

∂
0

n

n
f

q
, (1)

якое задавальняе наступным умовам: 

−

−

= ϕ 
∂ = ϕ
∂


∂ = ϕ ∂ 



∂ = ϕ ∂ 

0 1

0
2

2
0

32

1
0

1

( , ) ( ),
( , ) ( ),

( , ) ( ),

...............................
( , ) ( ),

n

nn

f x y x
f x y x

q
f x y x

q

f x y x
q

(2)

дзе ϕ ( )i x =( 1,..., )i n  – зададзеныя камплексныя ці гіперкамплексныя аналітычныя ад x
функцыі, ∈ ( , )x a b , ( , )a b  – праекцыя абсягу D на вось Ox . 

Пяройдзем да даследавання сфармуляванай задачы.
Тэарэма. Агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання ў фармальных вытворных 

n-га парадку (1) мае выгляд 
−

=

= ∑
1

0

n
k

k
k

f h q , ∈( , )x y D , (3)

дзе = [ ; ]k kh h p D  – любыя функцыі, манагенныя ў абсягу D адносна функцыі 
p  ( = −0,1,..., 1).k n

Доказ. Як вядома [12], роўнасць ∂ =
∂

0f
p

у абсягу D раўназначная манагеннасці функцыі f

адносна p у гэтым абсягу. 
Такім чынам, тэарэма для = 1n даказаная.
Дапусцім цяпер, што тэарэма праўдзівая для =n m , і дакажам яе праўдзівасць для 

= +1n m . 
Сапраўды, няхай у абсягу D маем: 

∂ϕ
=

∂
0

p
 ∂
ϕ ≡ = ∂ 

0
m

m
f

q
. 
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Тады ϕ = ϕ[ ; ]p D і, значыць, 

∂
= ϕ

∂
[ ; ]

m

m
f p D

q
, 

адкуль атрымліваем 

[ ; ] 0.
!

m m

m
qf p D

q m
 ∂

− ϕ = ∂  

Аднак для =n m мы лічым тэарэму праўдзівай, а таму з апошняй роўнасці вынікае, што 
функцыя f у абсягу D мае выгляд:

1

0
[ ; ] [ ; ] .

!

m m
k

k
k

qf p D h p D q
m

−

=

− ϕ = ∑
Тым самым тэарэма праўдзівая для = +1n m .
Тэарэма даказаная.
Умовы (2) з улікам (3) маюць выгляд:

−

=

−
−
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−
−
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0
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1
0
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.........................
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n
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n
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f x y n h p x y q x y n h p x y x
q
f x y n h p x y x
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(4)

Мяркуем, што 
∞

−
=

= β∑1
1

[ ( , )] ( , )k
n k

k
h p x y p x y , (5)

∞

−
=

= ∑2
1

[ ( , )] ( , )k
n k

k
h p x y b p x y , (6)

……………………………. 
∞

=

= ∑1
1

[ ( , )] ( , )k
k

k
h p x y a p x y , (7)

∞

=

= ∑0
1

[ ( , )] ( , )k
k

k
h p x y c p x y . (8)

Пры гэтым лічым, што = ( )p xt y , а = ( , )q q x y  – функцыя, аналітычная ад x пры 
= =0y y const . 
У формулах (4) функцыя kh = −( 0,1,..., 1)k n  – адвольная F-манагенная функцыя па 

функцыі p у абсягу D . Як паказана ў працы [1], функцыя, аналітычная ад p , з’яўляецца 
F-манагеннай па функцыі p у абсягу D . Таму натуральна шукаць функцыю −1nh , якая зада-
вальняе ўмове 

−− = ϕ1 0( 1)! [ ( , )] ( )n nn h p x y x (9)

3



Весці БДПУ. Серыя 3. 2020. № 422

у класе функцый, аналітычных ад p , гэта значыць у класе функцый (5).
Мяркуючы ў роўнасці (5) = ( )p xt y , атрымаем 

∞

−
=

= β β =∑1
1

[ ( , )] ( ),k k
n k k

k
h p x y x t y const . (10)

Паводле ўмовы 
∞

=

ϕ = α α =∑
1

( ) ,k
n k k

k
x x const , (11)

на падставе роўнасцяў (9) – (11) атрымліваем, што
∞ ∞

= =

− β = α∑ ∑0
1 1

( 1)! ( )k k k
k k

k k
n x t y x , (12)

дзе α =( 1,2,3...)k k – вядомыя пастаянныя.
З роўнасці (12) вынікае, што 

β = α
− 0

1
( 1)! ( )k kkn t y

, = 1,2,3...k    .

Такім чынам, функцыя −1nh , якая задавальняе ўмове (9), мае наступны выгляд:

∞

−
=

α
=

− ∑1
1 0

1[ ( , )] ( )
( 1)! ( )

k kk
n k

k
h p x y x t y

n t y
.

Знойдзем цяпер з умовы 
−

− − −−

∂
= − + − = ϕ

∂

2
0

1 0 0 2 0 12

( , ) ( 1)! [ ( , )] ( , ) ( 2)! [ ( , )] ( )
n

n n nn

f x y n h p x y q x y n h p x y x
q

(13)

функцыю −2nh , мяркуючы, што гэтая функцыя мае выгляд 

∞

−
=

= ∑2
1

[ ] k
n k

k
h p b p , (14)

дзе = ( )p xt y .
З роўнасці (13) вынікае, што 

− − −= ϕ − −
−2 0 1 1 0 0
1[ ( , )] ( ( ) ( 1)! [ ( , )] ( , ))

( 2)!n n nh p x y x n h p x y q x y
n

. (15)

Правая частка роўнасці (15) – вядомая аналітычная функцыя ад x пры ∈ ( , )x a b , бо та-
кімі з’яўляюцца ўсе функцыі, якія ўваходзяць у правую частку.

Такім чынам, 
∞

− −
=

ϕ − − = γ
− ∑1 1 0 0

1

1( ( ) ( 1)! [ ( , )] ( , ))
( 2)!

k
n n k

k
x n h p x y q x y x

n
, (16)

дзе γ γ1 2, ,... – вядомыя канстанты.
З умовы (15) на падставе (14) і (16) атрымаем:

∞ ∞

= =

= γ∑ ∑0
1 1

( )k k k
k k

k k
b t y x x ,
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адкуль вынікае, што 

γ
= =

0

, 1,2,3,...
( )

k
k kb k

t y
   .

Аналагічным чынам на падставе ўмоў (4) знаходзім функцыі 3,nh − 4,nh − …, 1,h 0.h

Заключэнне. Такім чынам, сфармуляваная задача рэшана.
Заўвага. Калі ўзяць = = +p z x iy , = = −q z x iy , то раўнанне (1) прыме выгляд

∂
=

∂
0

n

n
f

z
.

Апошняе раўнанне, як вядома, вызначае так званую поліаналітычную функцыю.
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