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Пры дапамозе F-манагенных гіперкамплексных функцый знойдзена агульнае рашэнне сістэмы трох дыфе-
рэнцыяльных раўнанняў у частковых вытворных другога парадку.
Ключавыя словы: сістэма дыферэнцыяльных раўнанняў у частковых вытворных, гіперкамплексная функ-
цыя, манагеннасць у сэнсе У. С. Фёдарава, фармальныя вытворныя.
With the help of F-monogenic hypercomplex functions general solution for the system of three differential equa-
tions in partial derivatives of the second order has been found.
Keywords: system of differential equations in partial derivatives, hypercomplex function, monogeny in the sense of 
V. Fedorov, formal derivatives.

Уводзіны. У шэрагу прац [1–7] для дас­
ледавання раўнанняў і сістэм дыферэнцы­
яльных раўнанняў у частковых вытворных 
выкарыстоўваліся гіперкамплексныя мана­
генныя ў сэнсе У. С. Фёдарава (F-манагенныя) 
функцыі [8]. У дадзенай працы пры дапамозе 
F-манагенных гіперкамплексных функцый 
даследуецца сістэма дыферэнцыяльных 
раўнанняў у частковых вытворных другога 
парадку з трыма невядомымі функцыямі. 
Для даследавання дадзенай сістэмы вы
карыстоўваюцца гіперкамплексныя функцыі 
выгляду

	 f u v w= + + = −λ λ λ2 3 1( ) 	 (1)

Неабходна адзначыць, што функцыі вы­
гляду (1) выкарыстоўваюцца для даследа­

вання функцыянальна-інварыянтных рашэн
няў сістэмы дыферэнцыяльных раўнанняў 
Максвэла для электрамагнітнага поля ў пу­
стаце [9–10], а таксама функцыянальна-
інварыянтных вектар-аналітычных функцый 
[11–12].

Мноства ўсіх камплексных або рэчаісных 
функцый, адназначна вызначаных у некато­
рым адназвязным абсягу  D эўклідавай пра­
сторы En (x1, ..., xn), дзе n ≥ 2, і непарыўна ды­
ферэнцавальных  k разоў у абсягу  D, будзем 
абазначаць  Ck (D)(выпадак  k = 0 адпавядае 
функцыям, непарыўным у абсягу D).

Мноства ўсіх функцый выгляду
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(φk∈ Ck (D); e1, ..., em – базіс некаторай 
лінейнай асацыятыўна-камутатыўнай алге­
бры  A з адзінкай над полем камплексных 
або рэчаісных лікаў) будзем абазначаць   
Ck (D, A).

Няхай дадзены функцыі F,  ρk∈ C1 (D, A). 

Фармальныя вытворныя 
∂
∂

=
F
p

k n
k

( , ..., )1  –

гэта такія функцыі ад  x1, ..., xn, якія вызнача­
юцца з сістэмы
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дзе
∂
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−
p
x
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1

існуе (k, i = 1, .., n) [13–14].

Аналагічна будуюцца дыферэнцыяльныя 
аператары (фармальныя вытворныя) вышэй­
шых парадкаў для функцый F,  ρk∈ C2 (D, A):
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( k, i, j = 1, n; i ≠ j).

Няхай функцыі f, ρk∈ C1 (D, A)   (k = 1, ..., m; 
m ≤ n). Тады функцыя  f будзе манагеннай 
у сэнсе У. С. Фёдарава (F-манагеннай) у абсягу  
D па функцыях p1, ..., pm [15], калі знойдуцца 
такія адзіныя функцыі θk ∈  C1 (D, A)  
(k = 1, ..., m), што для ўсіх пунктаў абсягу D 

df dpk k
k

m

=
=
∑ θ

1
.

Асноўная частка. Даследуем сістэму ды­
ферэнцыяльных раўнанняў у частковых вы­
творных другога парадку наступнага выгляду:
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(4)

дзе u, v, w  – шуканыя камплексназначныя 
функцыі трох рэчаісных зменных x, y, z   кла­
са C2 (D). Разгледзім задачу знаходжання 
агульнага рашэння сістэмы дыферэнцыяль­
ных раўнанняў (4).

Няхай алгебра A  – асацыятыўна-камута­

тыўная алгебра з базісам 1, λ, λ2, дзе закон 
множання вызначаецца роўнасцю  λ3 = –1. 
Увядзём у разгляд гіперкамплексную функ­
цыю

    f u v w f C D A= + + ∈λ λ 2 2( ( , ) ) .

Базай будзем называць сукупнасць функ­
цый, па якіх знаходзяцца фармальныя вы­
творныя [14]. У якасці базы фармальных вы­
творных выбіраем гіперкамплексныя функцыі

p x y z= + +2 2λ λ , q y z= +λ λ 2, t z= λ 2.

Тады з азначэння фармальных вытвор­
ных (2) і (3) вынікае наступная тэарэма.

Тэарэма 1. Сістэма дыферэнцыяльных 
раўнанняў у частковых вытворных (4) раў
назначная раўнанню ў фармальных вытвор­
ных 
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Разгледзім дыферэнцыяльнае раўнанне 
ў фармальных вытворных (5). Яго можна 

запісаць у выглядзе
∂
∂

∂
∂
+





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 =t

f
t
f 0,  адкуль

вынікае, што

∂
∂
+ =
f
t
f 1, (6)

дзе  V1 – адвольная функцыя, манагенная 
ў  сэнсе У. С. Фёдарава па функцыях ρ  і q  
у абсягу D. У гэтым выпадку дамовімся пісаць  
V1 = V1[ρ, q, D, A].

Раўнанне (6) можна запісаць у наступным 
выглядзе:

∂
∂

−( ) = − −( )
t
f V f V1 1 .

Рашэнне апошняга раўнання знаходзім 
падстаноўкай выгляду f – V1 = V2 exp(–t) 

і  атрымаем 
∂
∂

=
V
t
2 0,  гэта значыць V2 = V2[ρ,

q,  D, A] – адвольная функцыя, F-мана
генная  па  функцыях  p x y z= + +2 2λ λ і  
q y z= + = −λ λ λ2 3 1( )  у абсягу D.
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Такім чынам, атрымліваем наступную тэа
рэму.

Тэарэма 2. Агульнае рашэнне раўнання (5) 
мае выгляд

		  f = V1 = V2 exp(–t),		  (7)

дзе V1 = V1[ρ, q, D, A ], V2 = V2[ρ, q, D, A]  – ад­
вольныя функцыі, F-манагенныя па функцы­
ях  ρ і q у абсягу D.

У агульным рашэнні (7) дыферэнцыяль­
нага раўнання (5) прысутнічаюць функцыі  
V1 = V1[ρ, q, D, A ], V2 = V2[ρ, q, D, A], 
F-манагенныя па функцыях ρ = x +2yλ+ zλ2  
і  q  = yλ+ zλ2 абсягу  D. Абазначым клас такіх 
функцый праз  f = [ρ, q, D, A] і даследуем 
структуру функцый класа  f = [ρ, q, D, A].

Поруч з гіперкамплекснай сістэмай з ба
зісам 1, λ+ λ2 (λ3 = –1) разгледзім гіперкам
плексную сістэму з базісам
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дзе  a, b, c – камплексныя лікі.
Калі скарыстаць апошнюю роўнасць, то 

функцыі 
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можна запісаць наступным чынам:
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(аналагічна для A, B, C, H, M, N).
Тады ўмова манагеннасці функцыі  f па 

функцыях p  і q. 
df l dp hdq= +

прыме наступны выгляд:
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адкуль 
d P Ad Hd dQ Bd Md
dR Cd Nd

= + = +
= +

α ξ β η
γ ς

, ,
,

гэта значыць камплексная функцыя P  
з’яўляецца F-манагеннай па дзвюх кам­
плексных функцыях α і ξ,  Q з’яўляецца 
F-манагеннай па функцыях β і η, R – 
F-манагеннай па функцыях γ  і ς.

Атрыманы вынік сфармулюем у выглядзе 
тэарэмы.

Тэарэма 3. Для таго каб функцыя  
f u v w= + + = −( )λ λ λ2 3 1  была F-мана
геннай па функцыях p x y z= + +2 2λ λ  і  

 
q = yλ  + zλ2  (u, v, w  ∈ C1 (D); u u x y z= ( , , )

 і г. д.), неабходна і дастаткова, каб камплекс­
ная функцыя  P = u – v + w была манагеннай 
па камплексных функцыях  α  =  x  – 2y + z і  
ξ = – y + z; камплексная функцыя  Q = u + rv + 
+ r2w была манагеннай па камплексных 
функцыях  β = x + r2y + r2z і  
η = ry + r2z; камплексная функцыя  
R u rv r w= + + 2

 была манагеннай па функ­

цыях γ = + +x r y r z2 2
 і ς = +ry r z2 .

Такім чынам, для кампанентаў u, v, w  
функцыі  f = u + λv + λ2w  (λ2 = –1) , F-манагеннай 
па дзвюх функцыях ρ = x + 2yλ – zλ2 і  q = yλ  + 
+ zλ2, маем

	

u v w P

u v r w r Q

u vr wr R

− + ≡ [ ]
+ + ≡ [ ]
+ + ≡ [ ]




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
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β η

γ ς

, ,

, ,

, ,

2

2
		 (8)

дзе P[α, ξ]  (Q[β, η], R[γ, ς]) – адвольная кам­
плексная функцыя, F-манагенная па функ­
цыях α і ξ (β і η, γ і ς).

З роўнасцей (8) вынікае наступная тэа­
рэма.

Тэарэма 4. Структура функцыі  f = u + λv + 
+ λ2w, F-манагеннай па функцыях  ρ = x + 2yλ + 
+ zλ2 і  q = yλ  + zλ2, вызначаецца формуламі

u P Q R

v rQ P r R

w P rQ rR

=
+ +

=
− +

=
− −

3

3

3

,

,

,

дзе P ≡ P[α, ξ]  (Q ≡ Q[β, η,] R ≡ R[γ, ς]) – ад­
вольная камплексная функцыя, F-манагенная 
па функцыях α = x – 2y + z і ξ = –y + z (β = x + 

+  r2y + r2z і η = ry + r2z, γ = + +x r y r z2 2  і 

ς = +ry r z2 ) у абсягу D ; r i= +
1
2

3
2
.

Заключэнне. Каб атрымаць рашэнне  u, 
v, w сістэмы дыферэнцыяльных раўнанняў у 
частковых вытворных (4), неабходна вылу­
чыць кампаненты пры базісных адзінках  1, 
λ, λ2 агульнага рашэння (7) дыферэнцыяль­
нага раўнання ў фармальных вытворных (5).
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