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Очевидно, условия (35) являются необходимыми и для задачи (9). 
Однако, как показывает следующая лемма, для разрешимости задачи (9) 
этих условий, вообще говоря, не достаточно. 

Лемма 3. Пусть р — максимальное число линейно независимых 
решений и системы (1), УиеЯ^- ь удовлетворяющих краевым условиям 

(ы + ) ' = 0 на Г ь (» + ) ' = 0 на Г„, 
(38) 

(ы+ —«-)'=(«+ — = 0 на ГА 

и не являющихся решениями однородной задачи (9) (когда ф = г^ = 0). 
Тогда 

О < р < ро, p0=l(mi + mK — пх — пк), (39) 

и для разрешимости задачи (9) необходимо и достаточно добавления 
к (35) ро — р некоторых линейно независимых условий ортогональности 
на правую часть (ср, г|з). 

В частности, если кривые Г ь Гц, Гд являются попарно непересекающи-
мися контурами, то любое решение задачи (38) является решением 
однородной задачи (9), а условия (35) необходимы и достаточны для 
разрешимости неоднородной задачи (9). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через R:X^>-Y и R:X-*-Y опера-
торы, определяемые левыми частями соответственно (9) и (31). Простран-
ство X является расширением пространства X на l(m\-\-mK) измерений, 
если элементы последнего отождествить с парами (и, 0). В определении 
Y выполнение условий согласования (12) не предполагается, поэтому 
Y является расширением Y на 1(п\-\-пк) измерений. Поэтому с учетом 
обозначения (39) индексы операторов R, R связаны соотношением 
ind /? = ind R-\-p0- Пусть r и k — размерности ядра и коядра оператора 
R и пусть Г и K имеют аналогичный смысл по отношению к R. Легко ви-
деть, что г совпадает с числом линейно независимых решений задачи (38), 
так что по определению г — г = р. С другой стороны, соотношение для 
индексов означает, что г — k = r — fc + Po или k — £ = ро — р. Поскольку 
k ^ k и k — число линейно независимых условий ортогональности (35), 
отсюда следует первое утверждение леммы. 

Пусть выполнено условие на Г ее второго утверждения. Тогда 
гп\=п\, шк = пк и, значит, ро = 0. В силу (39) отсюда р = 0, так что 
остается воспользоваться первым утверждением. 

Отметим, что, согласно доказательству теоремы 1, величина р() совпа-
дает с правой частью (26), поэтому с учетом (27) 

/ m 

p o = T Z [\Pi/p\-k(Pi)]. 
i= i 

Если /<= {/С}, то | P j / P \ > 2 . Поэтому \Pj/P \ ^k(Pt) для всех j и, значит, 
ро>0, что согласуется с неравенством (39). 
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УДК 517.95 

Н. Т. СТЕЛЬМАШУК, В. А. Ш И Л И Н Е Ц 

ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
Д Л Я НЕКОТОРЫХ ВИДОВ УРАВНЕНИЙ 

В ФОРМАЛЬНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Известно, что И. Н. Векуа в работе [1] успешно применял дифферен-
циальные операторы (формальные производные) 

ди 1 / ди . ди \ 
~JT = ~1~ду~)' 

ди 1 / ди ди \ 
~~di ~ ~Т~\~дх~ ~ду~) 

для исследования дифференциального уравнения 

ди , , . д и , , .. 
Аи+а(х, у) —— +Ь(х, у) -г— +с(х, y)u = f(x, у), 

ох оу 

ди ди 
которое с помощью формальных производных — , — р е д у ц и р у е т с я 

к уравнению 
д2и , . , „ч ди , Г1, _ ди 

+ A(z, С) — + В ( г , £) + С ( г , l)u = F{z, £) 
' dz 

(г = дг + п/; l=x — iy). 

С помощью функции Римана в работе [1] получено интегральное 
представление решения уравнения 

i л / и , п> / я , п / \ + i4(z, £) + fi(z,£) + C(z , С)" = 0, (*) 
' 32 1 v ' " dt, 

г д е = = 4 " ( " 1 г + 1 ^ ) ' ф у н к ц и и Л ' в : с 

аналитические от z = лг + /у и £ = *— /у в цилиндрической области (D, D), 
z<=D, %<=D. 

Цель настоящей работы — исследование уравнения типа (*) 

4Z-+A^L+B-%L+Cu = 0, (1) 
dpoq dp dq 

но в «обобщенных» формальных производных [2], определяемых равен-
ди 1 , , , ,ч ди 1 , . . . 

ствамн = — (u'xq'y — u'yq'x), = — (Uypx — ихр'у) (p = p(x,y), 

q = q(x,y) — з а д а н н ы е в некоторой области D комплексные и д в а ж д ы 
дифференцируемые функции и при этом в области D 6 = 

Рх РУ 
q'x q'y 

-О которые существенно обобщают операторы 

д д , . ди ди 
- у Г ' " самом деле, при p = x-\-iy, q = x — iy получим — - = — 

<5ы <3м 

Следует заметить, что уравнение (1) сводится к уравнению Векуа (*) 
в единственном случае при р(х, у) =x-\-iy, q(x,y)=x — iy. В остальных 
случаях уравнение (1) не может быть приведено к уравнению (*), так как 
коэффициенты этого уравнения предполагаются функциями, аналитиче-
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скими от z=x-\-iy и t,—x — iy, а у нас коэффициенты уравнения не пред-
полагаются аналитическими от x-j-iy и х — iy. 

Пользуясь случаем, заметим, что формальные производные с успехом 
применялись в ряде работ для приведения дифференциальных уравнений 
к каноническому виду, построения функционально-инвариантных решений 
системы уравнений Максвелла для электромагнитного поля в пустоте 
[ 5 - 1 2 ] . 

В уравнении (!) функции А, В, С предполагаются функциями, анали-
тическими от р и q в области D, но не обязательно аналитическими от 
л* и у, т. е. Vz = x-\-iy^.D 

оо 
А = £ aikp'(z)qk(z), (I) 

k,i = О 

В= X bikp'(z)qk(z), (II) 
к, 1 = 0 

С = X cikpi(z)qk(z). ( I l l ) 
к. 1=0 

Введем следующие обозначения: 
сю 

А (гЛ)= I aikp'(z)qk(l), (IV) 
i, к = 0 

оо 
B(z,t)= I bikpl(z)qk(l), (V) 

i, * = 0 
оо 

С ( г Л ) = I с 1 к р 1 ( г )^ (Ъ) , (VI) i, к=0 
где ^ е Д 

1. О п р е д е л е н и е . Функцией Римана для уравнения (1) назовем 
аналитическую от р = р(х, у) и q = q(x,y) в области D функцию v = 

оо 

= Y, dikp' (2) qk (£), удовлетворяющую уравнению 

+ Cu = 0 (p=p(z), q = q(Z)) (2) 
i,k~° d2v д Ли дВ-о 

dpdq dp dq 

и следующим условиям: 

й|*=/ = ехр ( \ Adq(r\)), 5 | t _ T = e x p ( \ Bdp(£)). (3) 
т < 

Здесь 
оо оо 

А = X aiktf(t)<?(Л); В= X b;kpia)qk(j)-
i,k=0 i. к — 0 

v\z=t= I wlt-r= I d,V(2)^(x); 
I, * = 0 I, 

£ ^ г 
\ Adq(\\), J Bdp(l) — интегральные операторы, изученные в работе [4]; 
т / 

t и х — некоторые фиксированные точки в области D; z и £ — произволь-
ные точки из £); г], | — переменные интегрирования. 

Используя свойства формальных производных [2] и интегральных 
операторов в условиях (3) [4], из уравнения (2) получим ему равносиль-
ное уравнение 

<?2 5 _ 
-^щ- ИгЛУ- \A(z,4)v(z,4)dq(4)- \B(l, l ) v ( H ) d p ( l ) + 

289 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

ПУ



+ \dp(l) \ C(S, л ) ^ ( л ) ] = о . 
/ т 

Отсюда на основании свойств формальных производных и функций, моно-
генных в смысле В. С. Федорова [2, 3] , получим 

v(z, 1) — \A(z, riMz, ri)d^(Ti) — \В(Ъ, %)v(l, l)dp(l) + 
T I 

+ \dp(I) \ C(Z,r])v(t,r])dq(4)=<b[lp]+(b2{q}, (4) 
I T 

где (Di — функция, F-моногенная по p, а Фг[<7] — функция, F-моногенная 
no q. (Формальная производная по q вычисляется в точке формальная 
производная по р — в точке z; Ф1 [р] = Ф 1 [р (£ ) ] ; Ф г М = Ф 2 ( г ) ] . ) 

Полагая в последнем интегральном уравнении £ = т, z = t, получим 

v(t, т) = Ф, [р(т)] + Ф 2 [ 9 ( 0 ] . 
т 

Однако и ( / , т ) = е х р ( J Adq ( r j ) ) = е° = 1, /, т — фиксированные, но про-
т 

извольные точки из D. Следовательно, для любой пары точек t и т из D 
имеем 

Ф . [ р ( т ) ] + Ф 2 [ < 7 ( 0 ] = 1 -

Значит, вместо точек t и т в последнем равенстве можем поставить точки 
z и £ и тогда будем иметь 

Ф , [ р ( Ш +ф2[«/(2)] =1, 
и интегральное уравнение примет вид 

д(г, £) - \ А ( г , T | )5(z , r\)dq(i\) - j В (I, l)dp(l) + 
T I 

+ ]dp&)\c(t,r\)i(t,4)dq( ri) = l . (5) 

Так как функция Римана v(z, £) определяется интегральным уравнением 
(5), удовлетворяет условиям (3), то из этого следует, что функция Римана 
является функцией четырех переменных z, /, т. В дальнейшем будем 
обозначать функцию Римана v символом G(z , т ) . 

Таким образом, нами установлено, что функция Римана для урав 
нения (1) удовлетворяет интегральному уравнению (5). 

2. В этом разделе получим с помощью функции Римана интеграль-
ное представление решения уравнения (1). Введем обозначение 

f ( u ) = - w + л с> -W + Ё ( 2 < V 1 г 
где A(z, £), B(z, £), C(z, £) определяются равенствами (I) — ( I I I ) . Tenepi 
уравнение (1) можно записать в виде F(u)= 0. Далее из условий (3) 
получим 

G(t, S, t, т) = е х р ( \A(t, i])dq(T])), G(z, т, t, т) = е х р (\В(1 t ) d p ( i ) ) . ( 6 
т ' 

Отсюда на основании свойств интегральных операторов, стоящих в пока 
зателях правых частей равенств (6) , имеем 

= Л ( * , & ) е х р ( \ A(t,r\)dq(i\)), 
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д0(2'дТ
р
1'Т) —B(z, т)ехр ( j В a, T)dp(D) ( 7 ) 

(q = q(t}), p = p(z). Это означает, что формальная производная по р опре-
деляется в точке z, а по q — в точке £.) 

Учитывая, что функция G удовлетворяет как функция Римана урав-
нению (2), т. е. 

d2G dAG dBG , „ 
— u с ( J = U, dpdq dp dq 

а также принимая во внимание свойства интегральных операторов 
С _ z _ 
\ A(t, r\)dq(i}), \ В (I, х)dp (l), легко доказать следующее тождество: 

(p=p(z), q = q(l), u = u(z ,£) )> 

если функция и аналитична от р и q в области D, т. е. если «(z, £) = 
оо 

= X a>kPl ( z ) У* (£>) Д л я л ю б ы х z ^ D и З д е с ь G = 
i, ft = о 

= G(z, Е, t,x), A=A(z, £), B = B(z, £) (см. равенства (IV), (V)) . 
Переставим местами в равенстве (8) z, / и т, т. е. в этом равенстве 

будем предполагать, что G = G (t, т, г, £), B = B(t, т) , u = u(t, т) , Л = 
= Д(7, т), p = p(t), q = q(т). 

Пусть теперь z« и — фиксированные точки, тогда из (8), учитывая 
сказанное, получим 

+ 
Zo Zo 

+ *<"<>• 
z0 

r <5«G1 Г duG 1 с _ brL-bru- S G/r<">̂«>= 
Zo 

= « ( Z , T ) ( _ - ^ ) - U ( Z 0 , T ) ( ™ - A G ) + 
\ <5? 7<=z V dq / (=zo~ 

Zn 

На основании (7) ( — AG) = 0 , так как здесь G = G(z, z, т) . 
\ dq Jt=z 

dG 
dq 

(Роль / в равенстве (7) играет символ z.) 
Равенство (9) принимает вид 

HfL-^L.- S <*<">*<'>-
Zo 
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.<1<л (10) имеем 

duG S \ [tL/"" 
dG 

j dp(t) J GF(u)dq (t) = — J u ( z o , t ) ( - | | - - ^ c ) 
го С» Co 

Co го 

последнего равенства получим 

\dp(l) \ GF(u)dq(x) = - \ u ( z 0 , . ) ( ^ r - A G ) i dq 

(uG)i= 

dG 
dq 

(7G — BG) 
<5р 

— BG) « И 0 -

основании (6), (7) имеем 

dG 
G(z, C, 2 , « = 1, 

(4f-4-r°-
.ак 

dG (z, т, т) 
dp = В ( 2 , т ) е х р ( ^ fl(£,x)dp(|)), 

гая в последнем равенстве т = С, придем к равенству (12). Из (1 

И (2, £) G (2, С, 2, I) — и (2, Со) G (2, Со, 2, С) — 

— U (20, С) G (20, С, 2, £) + U (20, Со) G (20, Со, 2, С) — 

J dp \ GF(u)dq(x) = - \ и(2«,т)( 
'о Со 

<?G 

с?р 

dq 

/ Jt =Со 

- 4 G ') dq(x) - (13) 

>уя в правой части равенства (13) по частям и учитывая, что 
= 1, получим интегральное представление любой функции ы, 
й от функций р и q в области D: 

U (2, С) = " (20, Со) G (20, Со, 2, С) + 

7 (20, т, 2 , 0 [ + Л ( 2 о , т ) « ( 2 „ , т ) ] ^ ( т ) + 

(/, Со, 2, С) [ d U ( t
d p

l { ) ) + B { t , Со)«(/, Со)] rf/>(f) + 

+ $ rfp(/) \ GF(u)dq(т) 
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(q = q(T), p = p(t)). 

( При нахождении = — l / R , P N — f x , р Г г ) частные производные 

функций /, надо брать по координатам точки t = ti + /т_>.) Если функция 

u = u(z , £) является решением уравнения (1) , т. е. F(u) = 0, то из фор-
мулы (13') получим интегральное представление решения уравнения (1) 

u(z, С) =u(Zn, £o)G(z0, £o, 2, £) + 

+ J G (zu, T, z, : ) [ T ) + Л (zo, T)«(z„, T)] rf</(T) + dq 
to 

(13") 

+ j z, C) y t ) u ( t , ; n ) ] r f / 7 ( / ) , % 

где u(zо, Co) — з а д а н н о е значение искомого решения при z = z0 и £ = 
3. П р и м е р . Построить функцию Римана для уравнения 

' 1 / I М I 1 , -J.4 д и п , , , , 
5/?5(/ 4 др 4 dq 

где a = const, ft = const . 

Обозначив — ( а + / 6 ) —А, (а — ib)=B, перепишем исходное 

уравнение в виде 
д2и du , „ du 

-т— = 0. (15 
5/7 5 <7 5р 

Сопряженным с уравнением (15) будет уравнение 

A - в 4 ^ = 0 . (16) 
5/7(5*7 5/7 5^ 

Теперь интегральное уравнение типа (5) , равносильное уравнению (16), 
есть уравнение вида 

v(z,l)~B \ v ( l , i ) d p ( l ) - A \v(z,4)dq(4)=\, 
I г 

d(z ,Z) = \ + B \ ; a , Q d p t t ) + A \ v iz , n ) d ? 0 l ) (17) 
I T 

— частный случай уравнения 

и(гЛ) = \+ЪВ\v(l,Qdp(li)+M \ v(z, 4)dq(r]), (18) 
I г 

решением которого, как легко проверить, является сумма следующего 
ряда: 

оо 

0 ( 2 , 0 = 1 + I b - M z . S ) , (19) 
т = ] 

* ; 
где fn+i=B \ fm(l, I)dp(I) + Л J fm(z, i))cf(7(ii). Положим Д , = 1 и по-

I т 
лучим 

J < / р ( | ) + Л ( dq(r\) = fi[p(z) — p ( t ) ] + Л [ < / ( £ ) - </(т)], 
I г 
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f _B2 IP(Z)-PU)]2
 | 2ЛВ [ р ( г ) - р ( / ) ] [</ (£)-<?(т)] | 

2 [q(l)-q(т) 
2! 

5 = 11 

1 r „ , В — М ' т ! [ р ( г ) - р ( 0 ] * - ' [ 9 ( С ) - ? ( т ) 1С 
т\ L. (m — s)!s! 

I ( C s
m ) 2 B n - M s [ p ( 2 ) - p ( 0 ] m - s [ ^ ( C ) - < 7 ( T ) ] s . (20) 

s 1) 

С учетом того, что для уравнения (17) А.= 1, формула (19), определяю-
щая функцию Римана для уравнения (14), на основании (20) примет вид 

v = G(z 
/ 1 m 

, / , т) = i + х ( — — X ( c s
m ) 2 s m - M s x 

m = l • m ! s=0 
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УДК 517.95 

Р. П. ТАРАСОВ 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ВОЛНОВЫХ ПУЧКОВ 
В ИЗОГНУТОМ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ЦИЛИНДРЕ 

Введение. Волновое уравнение для сред с переменной диэлектри-
ческой проницаемостью г(х) имеет вид [1, с. 35] 

Аз",(*) + У Uj(x) а 1 " е ( д с ) +е (л -Нш г ц , (х ) = 0 , / = 1 , 2 , 3 , 
OXi L-d OXj 

/= 1 
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