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Ставится задача определить и изучить вейвлет-преобразование финитных обобщенных функций. Объек-
том исследования являются финитные обобщенные функции, определенные на числовой оси. Предмет 
исследования − вейвлет-преобразование финитных обобщенных функций. Целью данной работы являет-
ся изучение свойств вейвлет-преобразования на пространстве финитных обобщенных функций.
Во введении упоминаются сведения о полученных ранее результатах изучения вейвлет-преобразования в 
пространстве обобщенных функций. В основной части статьи рассматривается преобразование Фурье 
финитных обобщенных функций с целью показать справедливость используемых в последующих пунктах 
статьи свойств и определений такого преобразования. Затем определяется вейвлет-преобразование на 
пространстве финитных обобщенных функций. Рассматриваются и доказываются некоторые свойства 
вейвлет-преобразования на пространстве финитных обобщенных функций. Далее доказываются основ-
ные его свойства, в частности  дифференцируемость вейвлет-преобразования финитных обобщенных 
функций по обеим переменным. Кроме того, доказываются теоремы: об асимптотике роста вейвлет-преоб-
разования на пространстве финитных обобщенных функций для случая, когда параметр растяжения стре-
мится к нулю, и для случая, когда параметр смещения стремится к бесконечности. В заключении кратко 
приведены полученные результаты.
Ключевые слова: вейвлет, вейвлет-преобразование, обобщенная функция, финитная обобщенная функ-
ция, преобразование Фурье, асимптотика.
Our task is to determine and study the wavelet transformation for finite generalized functions. The object of the 
research are finite generalized functions defined on the real axis. The subject of the research is the wavelet trans-
formation of finite generalized functions. The purpose of this article is to study the properties of the wavelet trans-
formation on the space of finite generalized functions.
In the introduction, we note information about the results of the study of wavelet transformations in the space of 
generalized functions obtained earlier. In the main part of the article, the Fourier transformation of finite general-
ized functions is considered to show the validity of the properties and definitions of such a transformation used in 
the subsequent paragraphs of the article. Then, the wavelet transformation is defined on the space of finite gener-
alized functions. Some properties of the wavelet transformation on the space of finite generalized functions are 
considered and proved. Next, we prove its main properties, in particular, the differentiability of the wavelet – trans-
formation of finite generalized functions with respect to both variables. In addition, the following theorems are 
proved: on the asymptotic growth of the wavelet transformation on the space of finite generalized functions for the 
case when the expansion parameter tends to zero, and for the case when the displacement parameter tends to 
infinity. In conclusion the results of the done work are summarized.
Keywords: wavelet, wavelet transformation, generalized function, finite generalized function, Fourier transform, 
asymptotic.

Введение. Традиционно вейвлет-пре-
образование определялось и рассма-

тривалось в пространстве квадратично инте-
грируемых функций  L2( )� . Ранее автором 
было введено вейвлет-преобразование на 
пространстве обобщенных функций медлен-
ного роста (см. [1]). Так как пространство фи-
нитных обобщенных функций содержится в 
пространстве обобщенных функций медлен-
ного роста [2], то полученные результаты мо-
гут быть перенесены на финитные обобщен-

ные функции. Целью работы является опре-
делить и изучить вейвлет-преобразование 
на пространстве финитных обобщенных 
функций, то есть уточнить результаты для 
более узкого пространства.

1. Преобразование Фурье финитных 
обобщенных функций. Согласно опреде-
лению [3, с. 116]: «Обобщенная функция с 
компактным носителем называется финит-
ной обобщенной функцией». Пространство 
финитных обобщенных функций будем обо-

Рассмотрим следующую задачу Коши на отрезке [0, ]T a= ⊂ 

1( ) ( , ( )) ( ), 1,qi ij j
jx t f t x t L t i p
=

= =∑ 

0(0)x x= , (1)

где ,ijf 1, ,i p= 1,j q= – липшицевы функции, 1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )],px t x t x t x t=

0 ,px ∈ а ( ), 1,iL t i q= – функции ограниченной вариации на отрезке T . Будем 

считать, что функции ( ),iL t 1,i q= непрерывны справа, (0) (0 ) 0i iL L= − = и 

( ) ( ),i iL a L a− = 1,i q= . При решении этой задачи возникает 

принципиально неразрешимые трудности, связанные с невозможностью 

корректного определения произведения обобщенных функций. Рассмотрим 

основные подходы, которые предпринимались, чтобы корректно определить 

решение задачи (1). Первый подход – исследование поставленной задачи в 

рамках теории обобщенных функций и решение проблемы умножения 

разрывных функций на обобщенные, которая возникает в выражении 

( , ( )) ( )ij jf t x t L t . В работе [1] вводится определение произведения разрывной 

функции на обобщенную, а затем ищется решение дифференциального 

уравнения. Второй подход предполагает формальный переход к 

интегральному уравнению (см., например, [2]), где интеграл понимается в

определенном смысле, например, в смысле Лебега-Стилтьеса, Перрона-

Стилтьеса и т.д. Однако, при таком толковании решение интегрального 

уравнения будет зависеть от определения интегрируемой функции в точках 

разрыва и от типа интеграла. Третий подход [3] опирается на идею 

аппроксимации искомого решения уравнения (1) решениями обыкновенных

дифференциальных уравнений. Заметим, что решения, полученные в разных 

работах, даже в рамках одного подхода, вообще говоря различны. В работе 

[4] показано, что эти подходы можно охватить одним, основанным на 
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значать через ( ( )) 
∞ ′ . Для дальнейших рас-

суждений заметим, что преобразование Фу-
рье финитных обобщенных функций опреде-
лялось автором в [4] и было доказано 
равенство, определяющее преобразование 
Фурье обобщенных функций медленного ро-
ста, в данном случае – это финитные обоб-
щенные функции. Как известно, простран-
ство финитных обобщенных функций содер-
жится в пространстве обобщенных функций 
медленного роста, то есть полученное опре-
деление является частным случаем, и все 
свойства, характерные для преобразования 
Фурье обобщенных функций медленного ро-
ста, будут выполняться и для финитных 
обобщенных функций. В [4] показано, что 
преобразование Фуре обобщенных функций 
определяется так же, как преобразованием 
Фурье обычных функций.

Пусть f  – финитная обобщенная  
функция, тогда преобразование  
f f e f ei t( ) ( ) ( )ω π ω

ω= =−2  есть прямое преобра-
зование Фурье, то есть действие линейного 
непрерывного функционала на функцию  
e t e i t
ω

π ω( ) = −2 .
Обозначим прямое преобразование Фу-

рье через F, тогда, согласно [5, с.161], можно 
говорить, что  F линейно и непрерывно ото-
бражает пространство финитных обобщен-
ных функций в пространство аналитических 
функций [5, с. 106].

Пространство финитных обобщенных 
функций замкнуто относительно операции 
свертки, а именно, имеет место следующая 
теорема.

Теорема 1. (О свертке финитных обоб-
щенных функций). Пусть  f,g ∈ C∞)`− финит-
ные обобщенные функции, тогда их свертка  
f * g является финитной обобщенной функ-
цией.

Доказательство. Согласно [6, с. 105] 
свертка  f * g существует и является обоб-
щенной функцией. Осталось доказать, что   
f * g будет принадлежать пространству фи-
нитных обобщенных функций. 

Согласно определению [3, с. 116], каждая 
финитная обобщенная функция имеет ком-
пактный носитель, другими словами, носи-
тель такой функции представляет собой та-
кое замкнутое ограниченное множество  
K точек числовой прямой, вне которого функ-
ция обращается в нуль. 

Обозначим a = min K, b = max K. Тогда K 
содержится в отрезке  [a; b].

Пусть носители финитных обобщенных 
функций  f и  g содержатся в соответству-
ющих отрезках:  supp f a b⊂ [ ; ]и suppg c d⊂ [ ; ] . 

Прямое произведение  f × g по определе-
нию [7, с. 99] является обобщенной функци-
ей двух переменных, определяемое равен-
ством  (f × g) (φ) = (f(x), (g(y), φ(x,y))).  Тогда 
свертка является обобщенной функцией од-
ной переменной и определяется согласно [2, 
с.135] равенством

(f * g,φ) = (f(x) × g(y), φ(x + y)).

Согласно свойству [7, с. 107] свертки двух 
функций  f * g с компактным носителем полу-
чаем включение

supp supp supp( )
: [ ; ], [ ; ] .

f g f g
x y x a b y c d

∗ ⊂ + =

= + ∈ ∈{ }

То есть носитель свертки компактен. Сум-
ма двух замкнутых ограниченных множеств 
также является ограниченным множеством. 
Предположим, что это множество является 
отрезком, а значит, имеет наибольшее 

max ( )
max{x y} b d

[ ; ],
[c;d]

supp f g

x a b
y

∗( ) =
= + = +

∈
∈

и наименьшее 

min ( )
min {x y}

[ ; ],
[c;d]

supp f g
a c

x a b
y

∗( ) =
= + = +

∈
∈

значения.
В этом случае найденное наибольшее зна-

чение удовлетворяет определению верхней 
грани:  sup(supp(f * g)) = b+d, так как   
x+y ≤ b+d, где  x ∈( [a; b] и  y ∈ [c;d]. Соответ-
ственно наименьшее значение удовлетворяет 
определению нижней грани:  inf(supp(f * g)) =  
= a + c, так как x+y ≤ b+d , где x ∈ [a; b]  и 
  y ∈ [c;d]. Подставим и получим 

supp supp supp( )
: [ ; ], [ ; ]

[ ; ].

f g f g
x y x a b y c d
a c b d

∗ ⊂ + =

= + ∈ ∈{ } =
= + +

Таким образом, установили, что в резуль-
тате свертки двух финитных обобщенных 
функций получаем обобщенную функцию, 
чей носитель компактен. Значит, свертка 
двух финитных обобщенных функций явля-
ется финитной обобщенной функцией. Тео-
рема доказана.
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Далее докажем лишь те свойства преоб-
разования Фурье финитных обобщенных 
функций, которые будут использоваться в 
статье. 

Теорема 2. Для преобразования Фурье 
финитной обобщенной функции справедли-
вы следующие свойства:

1) преобразования Фурье для растяжения
f x f( )( ) ( )λ ξ λ λ ξ= − −1 1 , где  λ − const  (коэф-

фициент растяжения);
2) преобразования Фурье для сдвига 

f x h e fi h( )( ) ( )+ =ξ ξπ ξ2 
, где h – const (коэф-

фициент смещения);
3) преобразования Фурье для дифферен-

циала функции f 

Df i f( ) ( )ξ π ξ ξ= 2  ;

4) для оператора дифференцирования 
степени α преобразования Фурье финитной 
обобщенной функции f  

D f ix fα αϕ π ϕ , ( ) ,( ) = ( )2 ;

5) преобразования Фурье для свертки 
функций

f g f g∗ = ⋅ .

Доказательство теоремы аналогично [8, 
с. 133].

Теорема 3. Для любой финитной обоб-
щенной функции  f ее преобразование Фурье 
принадлежит пространству аналитических 
функций с условием роста и справедлива 
формула обращения

 
f f(x) .= ∫e2πξ ξ ξ( )



Доказательство. Докажем формулу об-
ращения. Рассмотрим равенство 

     
  (1)

Пусть g
x

= 





ϕ

λω ,   где  φω(x) − финитная 

функция, полученная в результате свертки 
функций Гаусса – Вейерштрасса  ϕ

πx e x( ) = − | |2

 

и функции ω x e x( ) =
−
−

2
1 2 . Применив свойство 

преобразования Фурье для растяжения, по-

лучим
 
ϕ

λ
ξ λϕ λξω ω

x





 =( ) ( ) , подставим в (1). 

 

В правом интеграле введем замену y1 = λx,  
x = y1 / λ, dx = λ- dy1 :

f x x dx

f y y dy



�

�

( ) ( / )

( / ) ( )

ϕ λ

λ ϕ

ω

ω

∫

∫

=

= 1 1 1 .

Перейдя к пределу при  λ  →∞ и применив 
теорему Лебега о мажорируемой сходимо-
сти, получим

 

ϕ ϕω ω( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1f x dx f y dy

� �
∫ ∫= , (2)

где ϕω
π π

ε

ε

( ) | | | |0
2 2 2 2

2
1

2
1

1

1

= =−
−
− −

−
−

− +

−

∫ ∫e e dy e e dyy y y y

�

.

Рассмотрим 

ϕ ξω
π ξ π

π ξ π

( ) | | ( )

| |

= =

=

− −
−

− −

− −
−

∫∫e e e dydx

e e e

i x y x y

i x y

2
2

1

2
2

2 2

2

��

11 2− −∫∫ =( )x y dydx
��

= = = =ϕ ξ ω ξ ϕ ξ ω ξ ϕ ξ ω ξ ϕ ξω( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

Доказано, что преобразование Фурье 
функции  φω(ξ) 

 
совпадает с самой функцией. 

Теперь рассмотрим  φω(0), воспользуемся 
свойствами преобразования Фурье и полу-
чим следующую цепочку равенств

ϕ ϕ ξ

ϕ ξ ξ ϕ ξ ξ

ω ω

π ξ
ω ω

( ) ( )( )

( ) ( )

0 01

2 0

= ( ) =
= =

−

⋅ ⋅∫ ∫
F

e d di

� �

.

Таким образом, с учетом последнего ра-
венства получим, что равенство (2) примет 
вид

f x dx f

�

( ) ( )∫ = 0 .

То есть, получили формулу обращения 
для  x = 0. Для получения общего результата 
воспользуемся свойством преобразования 
Фурье для сдвига, имеем:

f x f x

f x d e f dixy

( ) ( )

( )( ) ( ) .

= + =

= + =∫ ∫
0

0 2ξ ξ ξ ξπ

� �

$

Теорема доказана.
Введем оператор  F–1 и докажем, что он 

будет обратным оператору F

3

( )

[ ; ],
[c;d]

min supp( )
min {x y}
x a b
y

f g
a c

∈
∈

∗ =

= + = +

значения.
В этом случае найденное наибольшее значение удовлетворяет определению верхней 

грани: ( )∗ = +sup supp( ) b df g , так как + ≤ +x y b d , где ∈ [ ; ]x a b и ∈ [c;d]y . Соответственно 

наименьшее значение удовлетворяет определению нижней грани: ( )∗ = +inf supp( )f g a c , так как 
+ ≤ +x y b d , где ∈ [ ; ]x a b и ∈ [c;d]y . Подставим и получим 

{ }
supp( ) supp supp

: [ ; ], [ ; ]
[ ; ]

f g f g
x y x a b y c d
a c b d

∗ ⊂ + =

= + ∈ ∈ =

= + +

.

Таким образом, получили, что в результате свертки двух финитных обобщенных функций 
получаем обобщенную функцию, чей носитель компактен. Значит, свертка двух финитных 
обобщенных функций является финитной обобщенной функцией. Теорема доказана.
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1) преобразования Фурье для растяжения


− −λ ξ = λ λ ξ1 1( )( ) ( )f x f , где λ − const (коэффициент растяжения);

2) преобразования Фурье для сдвига 


π ξ+ ξ = ξ2( )( ) ( )i hf x h e f , где h – const (коэффициент смещения);

3) преобразования Фурье для дифференциала функции f


ξ = π ξ ξ( ) 2 ( )Df i f ;

4) для оператора дифференцирования степени α преобразования Фурье финитной 

обобщенной функции f

( ) ( )α αϕ = π ϕ , (2 ) ,D f ix f ;

5) преобразования Фурье для свертки функций
 
∗ = ⋅f g f g .

Доказательство теоремы аналогично [8, с. 133].
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обращения π ξ= ξ ξ∫


2(x) ( )i xf e f d .

Доказательство. Докажем формулу обращения. Рассмотрим равенство 

=∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x dx . (1)

3

( )

[ ; ],
[c;d]

min supp( )
min {x y}
x a b
y

f g
a c

∈
∈

∗ =

= + = +

значения.
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+ ≤ +x y b d , где ∈ [ ; ]x a b и ∈ [c;d]y . Подставим и получим 

{ }
supp( ) supp supp

: [ ; ], [ ; ]
[ ; ]

f g f g
x y x a b y c d
a c b d

∗ ⊂ + =

= + ∈ ∈ =

= + +

.
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Доказано равенство F–1F(f) = FF–1(f), сле-
довательно, операторы  F  и F–1 взаимно об-
ратны.

2. Определение и свойства вейвлет-
преобразования финитных обобщенных 
функций. Дадим определение понятия вейв-
лет-преобразования финитной обобщенной 
функции и докажем некоторые его свойства. 
Напомним, что такое вейвлет.

Функция  Ψ называется вейвлетом, если 
она удовлетворяет условию допустимости 
[9, с. 33]
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 − преобразование Фурье функции  

Ψ.
Пусть  f − финитная обобщенная функ-

ция. Определим вейвлет-преобразование 
для финитной обобщенной функции  f и 
вейвлета  Ψ ∈ D как свертку функций  f и Ψ:
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1ψ [10, cтр. 5], a >0, b∈� ,   , a − па-

раметр растяжения, b − параметр смещения. 
С помощью свойств преобразования Фу-

рье можно привести равенство (3) к виду (4), 
тогда вейвлет-преобразование финитной 
обобщенной функции определяется следу-
ющим образом. 
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Таким образом, доказана справедли-
вость равенства (4).
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В результате получаем требуемое равен-
ство. Теорема доказана.

4. Асимптотические свойства вейвлет-
преобразования финитных обобщенных 
функций. В данном пункте рассмотрим 
асимптотические свойства вейвлет-преобра-
зования финитных обобщенных функций. 

Теорема 7. Пусть  WΨf(a,b)вейвлет-пре-
образование функции  f ∈ ′∞( ( ))  определен-
ное равенством (4). Тогда существуют такие 
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W f a b O b a k
ψ ( , ) ((| | ) )= + , при  a → 0.

Доказательство. Воспользуемся теоре-
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ограниченности финитных обобщенных 
функций.

Для каждой финитной обобщенной функ-

ции f ∈ ′∞( ( ))   существует постоянная  C и 

число  k ∈ � 0        такие, что для любой функции  
Ψ ∈ D  выполняется неравенство [11]:
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f C t
t

k, sup | ( ) |( )ψ ψ≤ ,

где 0 <C <∞  и k ∈ � 0        зависят от f .
Следовательно, существует константа   

C > 0 и числа  k ∈ � 0       зависящие от f, такие, что

| ( , ) | sup ( )W f a b C a
k

k
i beψ

ω

π ω

ω
ψ ω≤

∂
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( )2

.

Применяется формула Лейбница к выра-
жению, стоящему в правой части последнего 
неравенства, и получается следующее вы-
ражение
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Вводится замена  z = aω, тогда послед-
нее выражение примет вид
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Теперь вводится обозначение: 
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∑
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Далее применяется формула бинома 
Ньютона, и полученное выражение преобра-
зуется с учетом того, что a → 0 

| ( , ) | (| | ) (| | ) .W f a b C b a O b ak k
ψ ≤ ′′ + = +

Следовательно, при  a → 0 получаем сле-
дующую оценку для вейвлет-преобразова-
ния финитной обобщенной функции 

W f a b O b a k
ψ ( , ) ((| | ) )= + , при a → 0.

Теорема доказана.
Теорема 8. Пусть  WΨf(a, b) вейвлет-пре-

образование функции f ∈ ′∞( ( ))   определен-
ное равенством (4). Тогда существуют такие 
m k, ∈ � 0       , что

W f a b O b k
ψ ( , ) | | ,= ( )  при | | .b →∞

Доказательство. Для доказательства 
необходимо действовать аналогично дока-
зательству предыдущей теоремы. Приме-
нить свойство ограниченности финитных 
обобщенных функций, затем формулу Лейб-
ница, ввести замену, применить формулу 
бинома Ньютона. В результате этих действий 
получается следующее неравенство:

| ( , ) | (| | ) .W f a b C b a k
ψ ≤ ′′ +

Правая часть неравенства преобразует-
ся с учетом того, что теперь | | .b →∞  При  
| |b →∞  очевидно, что a<< | |b , и последнее 
выражение может быть записано следую-
щим образом

| ( , ) | | |W f a b C b k
ψ ≤ ′′ .

Следовательно, при   | |b →∞  получена 
следующая оценка для вейвлет-преобразо-
вания финитной обобщенной функции 

W f a b O b k
ψ ( , ) (| | )= .

Теорема доказана.
Заключение. В статье введено вейвлет-

преобразование финитных обобщенных 
функций и доказаны основные его свойства, 
в частности, доказаны теоремы: об асимпто-
тике роста вейвлет-преобразования на про-
странстве финитных обобщенных функций 
для случая, когда параметр растяжения 
стремится к нулю, и для случая, когда пара-
метр смещения стремится к бесконечности, 
дифференцируемость по обеим перемен-
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