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В работе исследуется задача Коши для системы неавтономных дифференциальных уравнений с обоб-
щенными коэффициентами. Предложен способ трактовки решений уравнений, постановка которых в рам-
ках классической теории обобщенных функций некорректна. Этот подход позволяет с единых позиций 
охватить решения, получаемые с помощью других подходов, а также получить новые решения.
Ключевые слова: задача Коши, система неавтономных дифференциальных уравнений, конечно-разност-
ные с осреднением уравнения, ассоциированные решения.

The Cauchy problem for the system of non-autonomous differential equations with generalized coefficients has 
been investigated. Interpretation of solutions for the system can not be done in the classical distribution theory. 
The approach for interpretation of solution is introduced. It allows to obtain the solutions provided by different 
approaches from a single perspective and also allows to find new solutions.
Keywords: the Cauchy problem, system of non-autonomous differential equations, finite difference with averaging 
equations, associated solution.
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где fij, i p= 1, ,   j q= 1,  – липшицевы функции,   
[x(t) = [x1(t),  x2(t), ... xp(t)],                    а Li(t),  

= 1,i q   – функции ограниченной вариации на 
отрезке T. Будем считать, что функции Li(t),  

= 1,i q  непрерывны справа, Li(0) = Li(0–) = 0 и  

Li(a–) = = Li(a–), j q= 1, . При решении этой 

задачи возникают принципиально неразре-
шимые трудности, связанные с невозможно-
стью корректного определения произведе-
ния обобщенных функций. Рассмотрим ос-
новные подходы, которые предпринимались, 
чтобы корректно определить решение зада-
чи (1). Первый подход – исследование по-
ставленной задачи в рамках теории обоб-
щенных функций и решение проблемы умно-
жения разрывных функций на обобщенные, 
которая возникает в выражении f t x t L tij j( , ( )) ( ).

 
В работе [1] вводится определение произве-
дения разрывной функции на обобщенную, а 
затем ищется решение дифференциального 
уравнения. Второй подход предполагает 
формальный переход к интегральному урав-
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нению (см., например, [2]), где интеграл по-
нимается в определенном смысле, напри-
мер, в смысле Лебега – Стилтьеса, Перро-
на – Стилтьеса и т. д. Однако при таком 
толковании решение интегрального уравне-
ния будет зависеть от определения интегри-
руемой функции в точках разрыва и от типа 
интеграла. Третий подход [3] опирается на 
идею аппроксимации искомого решения 
уравнения (1) решениями обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Заметим, 
что решения, полученные в разных работах, 
даже в рамках одного подхода, вообще гово-
ря, различны. В работе [4] показано, что эти 
подходы можно охватить одним, основан-
ным на исследовании предельного поведе-
ния решений представлений исходной зада-
чи в виде соответствующих конечно-разност-
ных с осреднением задач (см. [4], [5]). Таким 
образом, далее под решением задачи (1) 
будем понимать предел решения соответ-
ствующей конечно-разностной с осреднени-
ем задачи, в случае его существования, и 
будем называть его ассоциированным реше-
нием задачи (1). Аналогичные системы при 
различных условиях изучались в [7–9].  
В данной статье исследуется наиболее об-
щий случай, включающий в себя предыду-
щие результаты.

Рассматриваемая краевая задача (1), в 
рамках данного подхода, может быть пред-
ставлена в следующем виде:
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Цель настоящей работы – исследовать 
предельное поведение решения задачи (2) 
при n →∞ и  hn → 0 так, что γj(n) → ∞ и при 
этом при некотором фиксированном 0 ≤ b ≤ q, 

не зависящем от n, выполняется  γj(n)hn → ∞ 

для всех j b= 1,  и γj(n)hn → 0  для = +1,j b q .
Пусть t – произвольная фиксированная 

точка из отрезка  T. Тогда t можно предста-
вить в виде t = τt + mthn, где τt 

∈ [0, hn),  
mt ∈ ∪� { }0 . При фиксированном t обозна-
чим , t = τt + khn,                  Несложно видеть, что 
решение системы (2) можно записать в виде
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Для описания предельного поведения за-
дачи (2) рассмотрим уравнение  

 

x t x f s x s dL s

S x L

i i ij jc

j

q

i

t
r r

t

r

( ) ( , ( )) ( )

( , ( ),

= + +

+ −

∫∑

∑
=

≤

0
1

0

µ

µ µ ∆ (( )) , ,µr i p, = 1
 

(4)

где  Si(μ, x, u) = φi(μ, x, u)  – φi(0, μ, x, u), μ ∈ T,     
x p∈ � ,      , u

q∈ � ,  i p= 1, ,  а φi(t, μ, x, u) находится 

из уравнения
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Здесь x = (x1, ... xp), u = (u1, ..., uq), H(t)  – 
функция Хевисайда, то есть H(s) = 1  при  s ≥ 0 
и  H(s) = 0  при  s < 0, Ljc(t)  – непрерывная со-
ставляющая функции Lj(t), j q= 1, , μr – точки 
разрыва функции L(t),   ∆ L(μr) = Ld(μr +) – 
– Ld(μr –). Из результатов статьи [6] вытекает, 
что решение системы (4) существует и един-
ственно для всех значений параметров μ ∈ T, 
x p∈ � ,     ,   u

q∈ � .
В следующей лемме утверждается спра-

ведливость неравенства – дискретного ана-
лога неравенства Грануола. Лемма является 
очевидным следствием леммы 4.2 статьи [5]. 

Лемма 1. Пусть для любого  
n = 0, 1, 2 ...  справедливо неравенство 
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exp , где A, Ak,  Bk – не-

которые неотрицательные константы и   

Zk ≥ 0, k n= 1, .  Тогда верно неравенство 
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( , ( )) ( )ij jf t x t L t . В работе [1] вводится определение произведения разрывной 

функции на обобщенную, а затем ищется решение дифференциального 

уравнения. Второй подход предполагает формальный переход к 

интегральному уравнению (см., например, [2]), где интеграл понимается в

определенном смысле, например, в смысле Лебега-Стилтьеса, Перрона-

Стилтьеса и т.д. Однако, при таком толковании решение интегрального 

уравнения будет зависеть от определения интегрируемой функции в точках 

разрыва и от типа интеграла. Третий подход [3] опирается на идею 

аппроксимации искомого решения уравнения (1) решениями обыкновенных

дифференциальных уравнений. Заметим, что решения, полученные в разных 

работах, даже в рамках одного подхода, вообще говоря различны. В работе 

[4] показано, что эти подходы можно охватить одним, основанным на 

Рассмотрим следующую задачу Коши на отрезке [0, ]T a= ⊂ 

1( ) ( , ( )) ( ), 1,qi ij j
jx t f t x t L t i p
=

= =∑ 

0(0)x x= , (1)

где ,ijf 1, ,i p= 1,j q= – липшицевы функции, 1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )],px t x t x t x t=

0 ,px ∈ а ( ), 1,iL t i q= – функции ограниченной вариации на отрезке T . Будем 
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( ) ( ),i iL a L a− = 1,i q= . При решении этой задачи возникает 

принципиально неразрешимые трудности, связанные с невозможностью 

корректного определения произведения обобщенных функций. Рассмотрим 

основные подходы, которые предпринимались, чтобы корректно определить 

решение задачи (1). Первый подход – исследование поставленной задачи в 

рамках теории обобщенных функций и решение проблемы умножения 

разрывных функций на обобщенные, которая возникает в выражении 

( , ( )) ( )ij jf t x t L t . В работе [1] вводится определение произведения разрывной 

функции на обобщенную, а затем ищется решение дифференциального 

уравнения. Второй подход предполагает формальный переход к 

интегральному уравнению (см., например, [2]), где интеграл понимается в

определенном смысле, например, в смысле Лебега-Стилтьеса, Перрона-

Стилтьеса и т.д. Однако, при таком толковании решение интегрального 

уравнения будет зависеть от определения интегрируемой функции в точках 

разрыва и от типа интеграла. Третий подход [3] опирается на идею 

аппроксимации искомого решения уравнения (1) решениями обыкновенных

дифференциальных уравнений. Заметим, что решения, полученные в разных 

работах, даже в рамках одного подхода, вообще говоря различны. В работе 

[4] показано, что эти подходы можно охватить одним, основанным на 
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Таким образом, получено требуемое равенство.

3. Теорема о дифференцируемости. Далее докажем дифференцируемость вейвлет-

преобразования финитной обобщенной функции по параметрам смещения и растяжения.

Теорема 6. Функция ψ ( , )W f a b бесконечно дифференцируема и для любого ∈0,l j ,
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где f̂ , ψ̂ − преобразование Фурье функций f , ψ соответственно.
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∂
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Тогда последнее выражение примет вид

исследовании предельного поведения решений представлений исходной 

задачи в виде соответствующих конечно-разностных с осреднением задач 

(см. [4], [5]). Таким образом, далее под решением задачи (1) будем понимать 

предел решения соответствующей конечно-разностной с осреднением задачи, 

в случае его существования, и будем называть его ассоциированным 

решением задачи (1). Аналогичные системы при различных условиях 

изучались в [7 – 9]. В этой статье исследуется наиболее общий случай, 

включающий в себя предыдущие результаты.

Рассматриваемая краевая задача (1), в рамках данного подхода, может быть 

представлена в следующем виде:

1
( ) ( ) ( , ( ))[ ( ) ( )], 1,

q
i i ij j j
n n n n n n n n

j
x t h x t f t x t L t h L t i p

=

+ − = + − =∑

[0, ) 0( ) | ( )
nn h nx t x t= (2)

Здесь
1
( )

0
( ) ( * )( ) ( ) ( ) ,jj j j j jn

n n nL t L t L t s s dsγρ ρ= = +∫ где ( ) ( ) ( ( ) ),j j j j
n t n n tρ γ ρ γ=

0,jρ ≥ supp [0,1],jρ ⊆
1

0
( ) 1,j s dsρ =∫ * ,n nf f ρ=  1

0 0( ,..., ) ( ,..., ),p
n p px x n nx nxρ ρ+= 

0,ρ ≥ 1supp [0,1 .]pρ +⊂  1 0 0[0,1]
( ,..., ) ... 1,p p px x dx dxρ+ =∫ 

Цель настоящей работы – исследовать предельное поведение решения задачи 

(2) при n →∞ и 0nh → так, что ( )j nγ →∞ и, при этом, при некотором 

фиксированном 0 b q≤ ≤ , не зависящем от n , выполняется ( )j
nn hγ →∞  для 

всех 1,j b= и ( ) 0j
nn hγ →  для 1,j b q= + .

Пусть t  – произвольная фиксированная точка из отрезка T . Тогда t можно 

представить в виде t t nt m hτ= + , где [0, ),t nhτ ∈ {0}tm ∈ ∪ . При 

фиксированном t обозначим k t nhkt τ= + , k∈ .Несложно видеть, что

решение системы (2) можно записать в виде
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Далее представим
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разрывную часть   Lj в виде 

 L t L t L tjd jd n jd n( ) ( ) ( ), ,= +≥ <0 0 ,   (5) 

где  Ljd n, ( )≥ ⋅0

 и Ljd n, ( )< 0 ⋅  содержат точки разры-
вов  μr с номерами, большими либо равными 
n0,  то есть r ≥ n0,  и меньшими n0, то есть  
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имеет n0– 1  точку разрыва на отрезке T, то 
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µ τ
γ

k
rj

n
j

k k h
n s ds

r r
j

n t

j=
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],1
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также везде далее C  –  константа, не зави-
сящая от n, t, hn, под модулем вектора   x p∈ �        
будем понимать норму 

x x
i n

i=
≤ ≤

max
1

,  обозна-

чим также
 
γ γν( ) min ( )n n
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Лемма 2. Пусть xn  – решение (2), k kr
j
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Доказательство леммы непосредственно 
следует из определений функций xn(t),  φ(t, μ, 
x, u) и леммы 1.

Следующая теорема показывает, что ре-
шение уравнения (4) является ассоцииро-
ванным решением задачи Коши (1).

Теорема. Пусть fij    i p= 1, ,   j q= 1,  удов-
летворяют условию Липшица и ограничены. 
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T
n0 0 0( )τ −  →∫ →∞

 
 для всех   j q= 1, , 

то решение xn(t)  задачи Коши (2) сходится к 
решению системы (4)  в L1(T).  

Доказательство.
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Таким образом, получено требуемое равенство.

3. Теорема о дифференцируемости. Далее докажем дифференцируемость вейвлет-

преобразования финитной обобщенной функции по параметрам смещения и растяжения.

Теорема 6. Функция ψ ( , )W f a b бесконечно дифференцируема и для любого ∈0,l j ,
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где f̂ , ψ̂ − преобразование Фурье функций f , ψ соответственно.
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Тогда последнее выражение примет вид

Рассмотрим следующую задачу Коши на отрезке [0, ]T a= ⊂ 

1( ) ( , ( )) ( ), 1,qi ij j
jx t f t x t L t i p
=

= =∑ 

0(0)x x= , (1)

где ,ijf 1, ,i p= 1,j q= – липшицевы функции, 1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )],px t x t x t x t=

0 ,px ∈ а ( ), 1,iL t i q= – функции ограниченной вариации на отрезке T . Будем 

считать, что функции ( ),iL t 1,i q= непрерывны справа, (0) (0 ) 0i iL L= − = и 

( ) ( ),i iL a L a− = 1,i q= . При решении этой задачи возникает 

принципиально неразрешимые трудности, связанные с невозможностью 

корректного определения произведения обобщенных функций. Рассмотрим 

основные подходы, которые предпринимались, чтобы корректно определить 

решение задачи (1). Первый подход – исследование поставленной задачи в 

рамках теории обобщенных функций и решение проблемы умножения 

разрывных функций на обобщенные, которая возникает в выражении 

( , ( )) ( )ij jf t x t L t . В работе [1] вводится определение произведения разрывной 

функции на обобщенную, а затем ищется решение дифференциального 

уравнения. Второй подход предполагает формальный переход к 

интегральному уравнению (см., например, [2]), где интеграл понимается в

определенном смысле, например, в смысле Лебега-Стилтьеса, Перрона-

Стилтьеса и т.д. Однако, при таком толковании решение интегрального 

уравнения будет зависеть от определения интегрируемой функции в точках 

разрыва и от типа интеграла. Третий подход [3] опирается на идею 

аппроксимации искомого решения уравнения (1) решениями обыкновенных

дифференциальных уравнений. Заметим, что решения, полученные в разных 

работах, даже в рамках одного подхода, вообще говоря различны. В работе 

[4] показано, что эти подходы можно охватить одним, основанным на 
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Так как fij    i p= 1, ,   j q= 1,  удовлетворяют 
условию Липшица и ограничены, функции   

Li(t),  = 1,i q  имеют ограниченную вариацию, 
используя вид x(t), свойства интеграла Стил-
тьеса, получим следующие оценки: 
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Рассмотрим I5(t). Используя представле-

ние   L
jd ( )⋅  в виде (5) и соответствующие ему 
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Далее, используя лемму 2, то, что Ij = 0  

при j b= 1,  определения функций xn(t)  и  φ(t, 
μ, x, u), для достаточно больших n  и  

t
nr r

r

n

∉ −
=

(
( )

, )µ
γ

µν

1
1

0

  получим

I t C L x t

x var

j

t

jd n
r

i

p

n
i

k

i
r

r
r

5
1

1

0( ) | ( ) | ( | ( )

( ) |

,≤ −

− − +

≤

<

=
∑ ∑
µ

µ

µ

ν∆

tt
n

h

q
c

r j n r

L t
∈ − −=

∑ +
(

( )
, )

( )
µ

γ
µβ

β

1
1

+ + + + + +

+ −

= +

= +=

∑

∑∑

γ ε
γ

µ ξ

m

m b

q

n j n

m b

q

i

p
m

r k

n h
n n

h

L

1

11

1 1

1

( )
( )

| ( ) | (∆
rr
j

r
mk

rm

m

b

i

p
m

rC L

−

==

+

+ ×∑∑

)

| ( ) |
11
∆ µ

×

−
=

− −

+ +

− + + −

∑| ( , ( ))

(

f t x tim

z

k k

k z n k z

k k z
rm

k

r
j

r

r r

r r
m

r

0

1

1

ν

ν ν

ν νξ ξ
kk z

rm

r
m +

+) |

+ −

− −
+ +

| ( ( , ( ))

( , ( )))(

f t x t

f t x t

n
j

k n k

n
j

k n k
rj rj

r
j

r
j

r
j

r
j

1

1
2 11 1
ξ ξ )) |).

РЕПОЗИТОРИЙ Б
ГПУ



Весці БДПУ. Серыя 3. 2019. № 420

Для  I tj
5
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Устремляя n0→∞ , hn → 0   так, что   

γj(n)hn → ∞ для   j b= 1,  и  γj(n)hn → 0 для  

j b q= +1, , а затем  ε → 0, получим

x t x t dtnT
( ) ( )− →∫ 0  . Теорема доказана. 
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Пример. Рассмотрим систему уравнений 
с обобщенными коэффициентами

  

x t a t x t a t x t

x t a t x t a

1 11 1 12 2

2 21 1 22

.

.
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( ) ( ) ( ) (
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
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 (6)

где  aij ∈ R, δ (t) –  функция Дирака и x(–1)  = 1. 

Так как δ( ) ( ),t H t= 
 где H(t) = 1,  при t ≥ 0    

и  H(t) = 0, при  t < 0. Тогда из теоремы при  
b = 1  следует, что последовательность ре-
шений  xn соответствующего уравнения (3) 
сходится к решению системы уравнений (4), 
которая в этом случае имеет вид
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x t H t S x H

1
1

2
2

1 0 0
1 0 0

( ) ( ) ( ( ), ( ))
( ) ( ) ( ( ), ( ))
= + −
= + −




∆
∆

,
.

Так как  Si(x, u) = φi(1, x, u) = φi(0, x, u), а  
φi( τ , x, u) находится из системы 
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то найдем φ(τ, x, u)  При τ < 1  решение дан-
ной системы имеет вид 
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Таким образом,
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является решением исходной системы урав-
нений. В работах [7–9] доказано, что при  b = 2 
или   b = 0 решениями (6) будут следующие 
функции

x t H t a a
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,

где λ = + −4 21 12 11 22
2a a a a( ) .  Непосредствен-

но видно, что решения существенно различ-
ны. Последние два получены при использо-
вании других подходов в работах [1–3]. Ре-
шение, представленное в данной статье, 
получено впервые и, вообще говоря, не мо-
жет быть получено с помощью подходов, 
описанных в работах [1–3]
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