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Пры дапамозе F-манагенных гіперкамплексных функцый даследавана сістэма трох дыферэнцыяльных 
раўнанняў у частковых вытворных.
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With the help of F-monogenic hypercomplex functions the system of three differential equations in partial  
derivatives has been studied.
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Уводзіны. Для вывучэння дыферэнцы-
яльных раўнанняў у частковых вытвор-

ных выкарыстоўваюцца розныя метады. Ад-
ным з такіх метадаў з’яўляецца метад функ-
цый, манагенных у сэнсе У.  С.  Фёдарава 
(F-манагенных) [1–7]. У прыватнасці, пры да-
памозе F-манагенных функцый удаецца пабу-
даваць функцыянальна-інварыянтныя рашэнні 
сістэмы Максвэла для электрамагнітнага поля 
ў пустаце [8, 9]. Акрамя гэтага, пры дапамозе 
адзначаных функцый удаецца для асобных 
відаў дыферэнцыяльных раўнанняў і сістэм 
дыферэнцыяльных раўнанняў будаваць 
рашэнні ў замкнутай форме.

У дадзенай працы пры дапамозе F-мана
генных гіперкамплексных функцый даследу-
ецца сістэма трох дыферэнцыяльных раў
нанняў у частковых вытворных.

Асноўная частка. Разгледзім сістэму 
дыферэнцыяльных раўнанняў у частковых 
вытворных выгляду
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 (1)

дзе  u, v, w – шуканыя камплексназначныя 
функцыі трох рэчаісных зменных  x, y, z. Усе 
разглядаемыя функцыі мяркуюцца дыферэн
цавальнымі ў некаторым адназвязным абся-
гу  D эўклідавай прасторы E3(x, y, z).

Няхай алгебра A – асацыятыўна-камута
тыўная алгебра з базісам, 1, λ, λ2, дзе закон 
множання вызначаецца роўнасцю λ3 = 1.

Увядзём у разгляд гіперкамплексную 
функцыю

f = u + λv + λ2w.
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Базай будзем называць сукупнасць функ-
цый, па якіх знаходзяцца фармальныя вы-
творныя [9]. У якасці базы фармальных вы-
творных выбіраем гіперкамплексныя функцыі

p = x + 2λy + λ2z, q = λy + λ2z, t = λ2z.

Тады, на падставе азначэння фармаль-
ных вытворных [10], атрымліваем наступную 
тэарэму.

Тэарэма 1. Сістэма дыферэнцыяльных 
раўнанняў у частковых вытворных (1) раўна
значная раўнанню ў фармальных вытворных

		
∂
∂

=
f
t

0 ,
		               (2)

дзе f = u + λv + λ2w,
 
∂
∂

= ′ + ′ + ′f
t

f f fx z yλ λ2
.

Роўнасць (2) сведчыць аб тым, што  f – ад-
вольная манагенная ў сэнсе У. С. Фёдарава 
адносна функцый  p і q у абсягу  D функцыя.

Даследуем структуру такіх F-манагенных 
гіперкамплексных функцый. 

Поруч з гіперкамплекснай сістэмай з базі
сам 1, λ, λ2, (λ3 = 1) разгледзім гіперкамплек
сную сістэму з базісам

e1 = x1λ2 – x1λ(1 + r) + x1r,

e2 = x2λ2 – x2λ(1 + r2) + x2r,

e3 = x3λ2 – x3λ(1 + r2) + x3,

дзе r e
i

=
2
3
π

; r3 = 1, 1 + r + r2 = 0, x1
, x2, x3 –  

камплексныя лікі – рашэнне сістэмы 

x1 + x2 + x3 = 0,

x1r2 + x2r + x3 = 0,

x1r + x2r2 + x3 = 1.
Тады e1 + e2 + e3 = 1, ei · ek = 0 (i ≠ k),   

e1(e1 + e2 + e3) = e1, адкуль e e1
2

1= ; аналагічна 
e e2

2
2= , e e3

2
3= . .

Відавочнай з’яўляецца роўнасць  λ3 – 1 = 
= (λ – 1) (λ – r) (λ – r2). Калі ўлічыць, што  λ3 = 1, 
то будем мець

e1(λ – r2) = 0, e2(λ – r) = 0, e3(λ – 1) = 0,

адкуль 

λe1 = r2e1, λe2 = re2, λe3= e3.

Такім чынам,  λ = e1r2 + e2r + e3, λ2 = e1r + 
+ e2r2 + e3, адкуль

a b c e a br cr

e a br cr e a b c

+ + = + + +

+ + + + + +

λ λ2
1

2

2
2

3

( )

( ) ( ),

дзе  a, b, c – камплексныя лікі або элементы 
любой алгебры.

Калі скарыстаць апошнюю роўнасць, то 
функцыі f = u + λv + λ2w,  p = x + 2λy + λ2z,  
q = λy + λ2z, t = λ2z, I = I1 + λI2 + λ2I3, h = h1 + λh2+ 
+ λ2h3  можна запісаць наступным чынам:

f Pe Qe R= + +1 2 3e , p e e= + +α β γ1 2 3e , 

q e e= + +ξ η ζ1 2 3e , I Ae Be C= + +1 2 3e ,  
h He Me N= + +1 2 3e ,

дзе P = u + vr2 + wr, Q = u + vr + wr2,  
R = u + v + w, α = x +2yr2 + zr, β = x + 2yr + zr2, 
γ =  x +2y + zr, ξ = yr2 + zr, η = yr + zr2, ζ = y + z.
(аналагічна для  A, B, C, H, M, N).

Тады ўмова манагеннасці функцыі  f па 
функцыях p  і q.

df = Idp + hdq

прыме наступны выгляд:

e dP e dQ dR e Ad e Bd
e Cd e Hd e Md e Nd
1 2 3 1 2

3 1 2 3

+ + = + +

+ + + +

e
,

α β

γ ξ η ζ

адкуль dP Ad Hd= +α ξ,  dQ Bd Md= +β η,  
dR Cd Nd= +γ ζ,  гэта значыць, камплексная 
функцыя P  з’яўляецца F-манагеннай па 
дзвюх камплексных функцыях α і ξ,  
Q  з’яўляецца F-манагеннай па дзвюх кам-
плексных функцыях β и η , R з’яўляецца 
F-манагеннай па дзвюх камплексных функ-
цыях γ и ζ.

Атрыманы вынік сфармулюем у выглядзе 
тэарэмы.

Тэарэма 2. Для таго каб функцыя f = u + 
+ λv + λ2w (λ3 = 1) была  F-манагеннай па 
функцыях p = x + 2yλ + zλ2 і  q = yλ + zλ2   
(u = u(x, y, z)), v = v(x; y; z), w = w(x; y; z)), не-
абходна і дастаткова, каб камплексная функ-
цыя   P = u + vr2 + wr,была манагеннай па 
камплексных функцыях α = x + 2yr2 + zr і   
ξ = yr2 + zr; камплексная функцыя  Q = u + vr + 
+ wr2  была манагеннай па камплексных 
функцыях β = x + 2yr + zr2 і η = yr + zr2; кам-
плексная функцыя R = u + v + w была мана-
геннай па функцыях γ =  x +2y + z і ζ = y + z.

Такім чынам, для кампанентаў u, v, w  
функцыі  f = u + λv + λ2w  (λ3 = 1), F-манагеннай 

па дзвюх функцыях p x y z= + +2 2λ λ  і 

q y z= +λ λ2 , маем 
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(3)

дзе 
P P≡ [ , ],α ξ

 (
Q Q≡ [ , ],β η

,
R R≡ [ , ].γ ζ ) – адвольная кам-

плексная функцыя, F-манагенная па функ-
цыях α і ξ (β і η, γ і ζ).

З сістэмы (3), улічыўшы, што  1 + r +r2 = 0, 
атрымаем

		
u P Q R
=

+ +
3

.
	  (4)

Калі другую роўнасць сістэмы (3) памно-
жыць на r, а першую – на (–1) і скласці, атры-
маем 
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(5)

Калі першую роўнасць сістэмы (3) памно-
жыць на r і адняць ад атрыманай роўнасці 
другую, то будем мець

v
P r Q r R r

r
=

+





 − +
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1
3

1
3

1
3

1  
(6)

Заўважым, што ў формулах (4) – (6) 
P P≡ [ , ],α ξ Q Q≡ [ , ],β η   R R≡ [ , ].γ ζ

Заключэнне. Такім чынам, атрымалі на-
ступную тэарэму.

Тэарэма 3. Агульнае рашэнне сістэмы 
дыферэнцыяльных раўнанняў у частковых 
вытворных (1) мае выгляд:

u P Q R
=
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3

,
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дзе P P≡ [ , ]α ξ  (Q Q≡ [ , ],β η R R≡ [ , ]γ ζ ) – ад-
вольная камплексная функцыя, F-манаген
ная па функцыях α і ξ (β і η, γ і ζ) у абсягу D,  
α = x +2yr2 + +  zr, β = x +2yr + zr2,  γ = x + 2γ + z, 

ξ = yr2 + zr, η = yr + zr2, ζ = y + z, r e
i

=
2
3
π

.
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Нелинейные эволюционные операторы находят широкое применение при описании состояния нелиней-
ных динамических систем. Рассматривается системный асимптотически обратный оператор определенной 
степени к системному эволюционному оператору. Объектом исследования является асимптотически об-
ратный эволюционный оператор второй кратности, а предметом исследования – компоненты такого опе-
ратора. На основании общей теории системных эволюционных операторов описывается системный асим-
птотически обратный оператор и, в частности, строятся начальные компоненты асимптотически обратного 
оператора второй кратности, что является целью данной работы. Во введении описана основная задача 
исследования. В основной части статьи сформулированы понятия системного асимптотически обратного 
эволюционного оператора, рассмотрен системный асимптотически обратный эволюционный оператор 
второй кратности и представлено построение начальных компонент такого оператора для определенного 
вида динамических систем. Представлена задача построения спектральных характеристик системы с 
учетом введенных характеристических параметров системы, что существенно расширит класс исследуе-
мых систем. В заключении кратко изложены основные результаты исследования.
Ключевые слова: системные эволюционные операторы, обобщенные импульсные характеристики, обоб-
щенные спектральные характеристики системных эволюционных операторов, асимптотически обратный 
оператор, характеристический параметр.

Nonlinear evolutionary operators find a wide application in describing the state of nonlinear dynamical systems.  
A system asymptotically inverse operator of a certain degree to a system evolution operator is considered. The 
object of the study is the asymptotic inverse evolutionary operator of the second multiplicity, and the subject of the 
study are the components of such an operator. On the basis of the general theory of system evolutionary opera-
tors, a system asymptotically inverse operator is described and, in particular, the initial components of the asymp-
totically inverse operator of the second multiplicity are constructed, which is the objective of this work. The intro-
duction describes the main task of the study. In the main part of the article, the notions of a system asymptotically 
inverse evolutionary operator are formulated, a system asymptotically inverse secondorder evolution operator is 
considered, and the construction of the initial components of such an operator for a certain type of dynamic sys-
tems is presented, and the problem of constructing the spectral characteristics of the system taking into account 
the introduced characteristic parameters of the system, which will expand the class of the studied systems. In 
conclusion, the main results of the study are summarized.
Keywords: system evolution operators, generalized impulse characteristics, generalized spectral characteristics of 
system evolution operators, asymptotically inverse operator, characteristic parameter.

Введение. Современные сложные про-
цессы описываются моделями дина-

мических систем. Выходной сигнал системы 

можно определить на основании переходной 
импульсной характеристики. Поэтому, зная 
импульсную характеристику системы, можно 
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