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Для аднаго класа рашэнняў хвалевага раўнання атрымана інтэгральнае выяўленне і рэшана краявая 
задача.
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For one class of solutions of the wave equation the integral representation is obtained and the boundary value 
problem is solved.
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Уводзіны. Функцыянальна-інварыянт-
ныя рашэнні некаторых раўнанняў ма

тэматычнай фізікі даследаваліся аўтарамі 
[1–14].

Як вядома [1–6], функцыянальна-інва-
рыянт ным рашэннем раўнання 
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называецца такое рашэнне  u u x y= ( , ) , калі 
адвольная двойчы дыферэнцавальная функ-
цыя   F u( )  таксама з’яўляецца рашэннем гэ
тага раўнання.

Пры распаўсюджанні ваганняў, як акус-
тыч ных, так і электрамагнітных, асноўнае 
зна чэнне мае раўнанне 
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дзе a   – канстанта, u  – функцыя зменных  
x y z, ,  і t, якое называецца звычайна хвале
вым раўнаннем. 

Калі разглядаць толькі плоскі выпадак, гэ-
та значыць калі шуканая функцыя  u не за
лежыць ад адной з каардынат, напрыклад ад 
каардынаты  z, хвалевае раўнанне (1) будзе 
мець выгляд:
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дзе u  – функцыя зменных  x y,  і  t .
Для хвалевага раўнання (2) акадэмікамі 

У. І. Смірновым і  С. Л. Собалевым [6] быў 
атрыманы клас функцыянальна-інварыянт-
ных рашэнняў, які задаецца формулай 
 l u t m u x n u y k u( ) ( ) ( ) ( )+ + − = 0 ,  (3)
дзе l u a m u n u2 2 2 2( ) ( ( ) ( ))= + . Прасцейшыя 
функ цыянальна-інварыянтныя рашэнні хва
левага раўнання (2) атрымаюцца, калі лічыць   
l m, і n  канстантамі, а функцыю  k u( )  роў-
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най u. Тады формула (3) прымае выгляд  
u lt mx ny= + + , дзе  ( )m n a l2 2 2 2+ = . 

Такім чынам, u f mx ny lt= + +( )   пры ад
вольнай функцыі  f  будзе таксама рашэн
нем раўнання (2).

Калі ўсе лікі  l m,  і  n  рэчаісныя, то мы 
маем так званую плоскую хвалю, якая з’яў-
ляецца прасцейшым рашэннем хвалевага 
раў нання. Калі ж сярод каэфіцыентаў  l m,  і 
n   ёсць камплексныя, то атрымаем істотна 
но вае рашэнне, якое называецца камплек
снай плоскай хваляй.

У дадзенай працы будем лічыць, што шу
каная функцыя u  раўнання (2) – дуальная 
функцыя зменных x, y  і  t [15]. 

Мэта артыкула – пабудова інтэгральнага 
выяўлення для аднаго класа рашэнняў раў-
нан ня (2) і рашэнне краявой задачы.

Асноўная частка. Няхай  D – адназвяз
ны абсяг трохмернай рэчаіснай эўклідавай 
прасторы  E x y t3( , , ) . 

Разгледзім дуальныя функцыі выгляду  
f f x y t f x y t= +1 2( , , ) ( , , )ε ,  u x iy t= + + ε , дзе f1, 
f2  – рэчаісныя або камплексныя функцыі пунк-
та  (x, y, t) абсягу  D; i2 = -1 ,  ε2 0= . 

Для любых пунктаў  M (x, y, t) і ′ ′ ′ ′M x y t( , , )   
абсягу  D мяркуем  ∆f f M f M= ′ −( ) ( ) , 
∆u u M u M= ′ −( ) ( ) .

Азначэнне 1. Дуальная функцыя  f  на
зываецца манагеннай у сэнсе У. С. Фёдарава 
(F-манагеннай) [16] па дуальнай функцыі  u 
у абсягу D, калі існуе такая дуальная функ
цыя  θ θ εθ= +1 2( , , ) ( , , )x y t x y t  ( ( , , )( , )θi x y t i = 1 2  – 
адназначныя рэчаісныя або камплексныя 
функцыі пункта (x, y, t)  абсягу  D), што для 
любога фіксаванага пункта   M D∈   і  любога 
зменнага пункта   ′∈M D  маем 

 ∆ ∆f M u M M= + ′θ α( ) ( , ) ,

дзе 
  

α
ρ

( , )M M ′
→ 0

 
 пры

 
ρ → 0  

ρ = ′MM .
Лёгка паказаць, што калі функцыя  f  – 

F-манагенная па функцыі u  у абсягу  D, то 

існуюць частковыя вытворныя
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Абазначым функцыю  θ   праз 
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апошнюю роўнасць можна запісаць у выглядзе

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

f
x

f
u
u
x

f
y

f
u
u
y

f
t

f
u
u
t

, ,    .

Азначэнне 2. Дуальная функцыя  u назы-
ваецца функцыянальна-інварыянтным ра
шэннем раўнання (2), калі ўсякая функцыя  f, 
манагенная ў сэнсе У. С. Фёдарава па функ-
цыі  u, таксама з’яўляецца рашэннем хвале
вага раўнання (2).

Лёгка пераканацца ў тым, што дуальная 
функцыя u x iy t= + + ε   з’яўляецца функ цыя-
нальна-інварыянтным рашэннем хвалевага 
раўнання (2).

Разгледзім наступную краявую задачу.
Задача. Няхай  V   – трохмерны абмежава

ны абсяг з граніцай   σ   ( , )σ ⊂ ⊂DV D . Мярку
ем далей, што  u і функцыя f, F-мана генная па  
u, вызначаны на замкнутай двухмернай па-
верх ні  σ , гомеаморфнай сферы канечнага 
дыя  метра і дастаткова гладкай для магчымасці 
скарыстаць формулу Астраградскага. 

Патрабуецца знайсці ў любым унутраным 
пункце абсягу  V значэнне функцыі  f, F-мана-
ген най па  u, калі вядомы яе значэнні на па-
верхні  σ .

Для функцыі  f f x y t f x y t= +1 2( , , ) ( , , )ε  і ад
вольнага пункта  M x y z( , , )0 0 0 ∉σ   лічым [17]:
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дзе  α1, α2, α3 – кіроўныя косінусы вонкавай 
нар малі да паверхні   σ у яе  бягучым пункце 
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Няхай  M  – любы дадзены пункт абсягу    

D M V, .∉
Тэарэма 1. Для любой дуальнай функ-

цыі f, F-манагеннай па дуальнай функцыі  u 
у абсягу  D, маем  Iσ = 0, дзе  Iσ  вызначаецца 
роў насцю (4).

Доказ. Па формуле Астраградскага атры-
моўваем
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Адсюль і з умоў F-манагеннасці функцыі     
f па функцыі u у абсягу D, паколькі  
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Тэарэма 2. Калі дуальная функцыя f з’яў-
ля ецца F-манагеннай па дуальнай функцыі u  
у абсягу  D, то для любога пункта M, які ля
жыць унутры V, маем 
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Доказ. Няхай σ1 – сфера з цэнтрам у пунк-
це  M(x0, y0, t0), якая размешчана ўнутры σ. 
Калі I – радыус сферы σ1, то маем
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Вядома, што  
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элемент адзінкавай сферы). 

З роўнасці (5) атрымаем
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1
4 1π σ

   
(6)

З тэарэмы 1 вынікае, што  I Iσ σ1
= .

Тады з роўнасці (6) маем
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(7)

Заключэнне. Пры дапамозе пабудавана
га ў тэарэме 2 інтэгральнага выяўлення (7) і 
рашаецца сфармуляваная краявая задача.
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