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В работе анализируется поведение частицы во внешнем поле, которое имитируется моделью сингулярно-
го осциллятора в шредингероподобном выражении для одномерного релятивистского гамильтониана 
с исключением нединамической компоненты в рамках волновых уравнений первого порядка для спинов 0, 
1/2, 1 и для мультиспина 0,1. Получены соответствующие решения в рамках вышеуказанной модели.
Ключевые слова: одномерные релятивистские модели, волновые уравнения первого порядка, спин, обоб-
щенная матричная алгебра, сингулярный осциллятор.

The particle behavior with the spins 0, 1/2, 1 and multispin 0,1 in the external field for the one-dimensional relativ-
istic models are considered. The external field is simulated by the singular oscillator model in Schrödinger-like 
expression for Hamiltonian with the exception of the nondynamic components. The description is given in the 
unified form of the first order wave equations by means of the generalized matrix algebra. The corresponding 
solutions are obtained within the framework model.
Keywords: one-dimensional relativistic models, first order wave equations, spin, the generalized matrix algebra, 
the singular oscillator.

Введение. В представленной работе по­
лученные ранее автором шредингеро­

подобные выражения для гамильтониана сво­
бодных частиц с исключением нединамиче­
ской компоненты [1] использованы для 
текущего анализа поведения частиц во внеш­
нем поле, которое моделируется в работе мо­
делью сингулярного осциллятора. Данная мо­
дель позволяет легко перейти к  N-мерному 
обобщению и к моделям с  отражательными 
симметриями (осциллятор Данкля) [2; 3], что 
выгодно отличает представленный в статье 
материал с методической точки зрения для 
быстрого первоначального знакомства с вы­
шеуказанным научным направлением. C дру­
гой стороны, обсуждаемая модель может про­
яснить более наглядно проблему поведения 
частицы с различными значениями спина во 
внешнем поле (рассеяние мезонов на ядрах) 
и служить определенным базисом моделиро­
вания таких реальных физических систем, как 
экситоны и донорные состояния в многослой­
ных полупроводниках и моноатомных слоях в 
присутствии магнитного поля.

Изложение дано последовательно для 
значений спина 0, 1/2, 1 и для мультиспина 
0,1 с 1 по 4 пункт основной части.

Oсновная часть
1. Нулевой спин
Согласно [1] скалярное уравнение Клейна – 

Фока второго порядка в двумерном реляти­
вистском пространстве ( ) ( , ) ( , ,x x x it xk = ={ }1 2 2  
k = { }1 2, можно представить в следующей уни­
фицированной форме уравнения первого по­
рядка при помощи обобщенной матричной ал­
гебры (здесь и далее дается обобщение  для 
двух значений массы, то есть  m2

1 2= χ χ )

          ( + + P + P ) (x)=01 1 2 2 1 2α α χ χ ϕ∂ ∂ 1 2                (1)

Выше были введены представление вол­
новой функции  ϕ ϕ( ) ( )x xA= , где 
A k= { } ≡ { }0 0 1 2, , , ,  и элементы обобщенной 
матричной алгебры:

 (
AB AB CD ADε δ δ ε ε δ ε) ; ;CD AC BD BC= =
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Определяя проекторы R = ≡ +α ε ε1
2 00 11   и 

R = − ≡1 1
2 22α ε , в общем виде можно полу­

чить соответственно уравнения для недина­
мической  Ψ = Rϕ  

 	
Ψ Φ Φ= − ∂ ≡ − ∂

1 1

1
2 2

1

20
2χ

α
χ
εR

	
(2)

и в шредингероподобном виде для динами­
ческой  Φ = Rϕ  составляющих в волновой 
функции  ϕ :

−∂ = ≡

≡ − ∂








≡

≡ + −

1

1 2
1

2
2

1 2
1

1

1

Φ Φ

Φ

H

Rα χ χ
χ
α α α

χ ε χ
χ

1 1 2 1 2 2

01

P + P )(

( ∂∂








2
2)ε10 Φ

	

(3)

Внешнее поле в виде модели сингуляр­
ного осциллятора

g x ax b
x

( ) = +

введем стандартным образом – через удли­
нение импульса, то есть 

∂ → ≡ ∂ − = ∂ − +2 2 2 2D g x ax b
x

η η( ) ( ) ,
	

(4)

а временную зависимость – через замену 
временной производной переменной энер­
гии частицы E. Также следует обратить вни­
мание на матрицу эрмитизации  η , которая 
удовлетворяет следующим соотношениям:

η α ε ε ε= − ≡ + −2 11
2 00 11 22;  	  ηα ηα1 1= ;

		  ηα ηα2 2= − 			   (5)

В результате вышеуказанных подстано­
вок получим соответственно для Ψ   и Φ   
следующие уравнения:

 
Ψ Φ Φ= − ≡ −

1 1

1
2 2

1

20
2χ

α
χ
εR D D

 

E D R DΦ Φ≡ −








≡

≡ − − +

α χ χ α α
χ

α

χ ε χ ε
ε
χ

1 1 2 1 2 2

01 10
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P + P )+( 1 2 2
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1
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2 2( )( ) .∂ + ∂ −









g g Φ

Другими словами, для компонент ϕ ϕ0 1,   

динамической составляющей Φ =










ϕ
ϕ

0

1
  

волновой функции φ имеет место система 
уравнений:

− =

− ∂ + ∂ −{ } =







χ ϕ ϕ

χ χ ϕ
1 1 0

2
1 2 2 2 0 0

E

E g g+( )( )  	 (6)

Расписывая детально последнее выра­
жение, получим следующее дифференци­
альное уравнение второго порядка для ком­
поненты ϕ0 :

	

∂ −
−

− +



+

+ − − } =

2
2

2

2
1 2

2
0

1 2 1

0

b b
x

a b

E ax

( ) ( )

χ χ ϕ 		 (7)

Его решения хорошо известны [2] и вы­
ражаются через вырожденную гипергеоме­
трическую функцию, которая в дискретном 
случае представляет собой полиномы Ла­
герра. Таким образом, нами найдены реше­
ния для соответствующих компонент  ϕ ϕ0 1,   
волновой функции   в нашем случае спина 0.

2. Спин 1/2
В данном случае спина 1/2 согласно [1] 

отправным уравнением будет являться ли­
неаризованное методом Дирака скалярное 
уравнение Клейна – Фока второго порядка 
в  двумерном релятивистском пространстве:

		  σ σ ϕ1 1 2 2+ +m =0,∂ ∂[ ] 0 		  (8)

где двухкомпонентная функция есть спинор

ϕ ϕ ϕ0 1 2
T = ( ),  

и выбраны известные  2 2×    матрицы Паули 

σ σ σ1 2 3

0 1
1 0

0 1
1 0

1 0
0 1

=








 =

−








 =

−








; ;i
	

(9)

в качестве матриц Дирака со стандартными 
свойствами

σ σ σ σ δk l l k kl+ = 2 .  

Чтобы быстрее прийти к конечному ре­
зультату, выберем представление матриц 
Дирака, полученное из (9) преобразованием 
подобия с помощью матрицы

V V=
−









 =

1
2

1 1
1 1

12; ,
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Фізіка 7

то есть 
σ σ σ σ σ σ1 3 1

1
1 2 2

1→ ≡ → − ≡− −V V V V;  	        (10)

Введя внешнее поле в виде модели син­
гулярного осциллятора согласно форму­
ле (4), запишем наше уравнение в шрединге­
роподобном виде с учетом (10):

∂ = − −[ ] −[ ]1 3 2 2 1 2 3+m = mϕ σ σ ϕ σ σ ϕ0 0 0D i D .  
В качестве матрицы эрмитизации  η  вы­

берем матрицу σ3  . Учитывая вышеуказан­
ное, можно для двух компонент  ϕ ϕ1 2,   спи­
нора ϕ0   получить следующую систему урав­
нений:

 

E m i g
E m i g
+[ ] = ∂ +[ ]
−[ ] = ∂ −[ ]







ϕ ϕ
ϕ ϕ

1 2

2 1

2

2

или
E m i g

E m g g

+[ ] = ∂ +[ ]
− ∂ + ∂ −  =







ϕ ϕ

ϕ
1 2

2 2
2 2 2 0

2

+( )( ) 	         (11)

Последнее выражение в (11) совпадает 
с последним выражением в формуле (6). Та­
ким образом, имеем аналогичное по форме 
нулевому спину дифференциальное уравне­
ние второго порядка (7) и его решение для 
соответствующих компонент волновой функ­
ции в нашем случае спина 1/2.

3. Единичный спин
В данном случае единичного спина сог

ласно [1] систему уравнений Прока в двумер­
ном релятивистском пространстве можно 
представить в следующей унифицированной 
форме уравнения первого порядка при помо­
щи обобщенной матричной алгебры:

           ( + + P + P ) (x)=0.1 1 2 2 1 2β β χ χ ϕ∂ ∂ 1 2           (12)

Выше были введены представление вол­
новой функции ϕ ϕ( ) ( )x xA= , где A k kl= [ ]{ } ≡,   
≡ [ ]{ }1 2 12, , (здесь  ϕ ϕ12 21[ ] [ ]= −  – антисимме­

тричный тензор, состоящий из одной компо­
ненты в рассматриваемом пространстве), и 
элементы обобщенной матричной алгебры:

( AB AB CD ADε δ δ ε ε δ ε) ; ;CD AC BD BC= =  
β ε ε β β

ε ε

k k k

kl klP P P P

P P

= + =

= = =

=

[ ] [ ]

[ ][ ]

lk l l lk

kk

; ;

; ; ;

3

1 1
2

1 2

2
2

1
2

22 1 2 1; ;

;

P P

k l
ml

mk sl

k l m m l k kl m

+ =

= +

+ =

[ ][ ]
[ ][ ]β β ε δ ε

β β β β β β δ β

mk ms

++ δ βml m;  

Определим проекторы R = ≡ +[ ][ ]β ε ε1
2 12 12 22

  
и R = − ≡1 1

2 11β ε   для выделения нединами­
ческой  Ψ = Rφ  и динамической   Φ = Rφ  со­
ставляющих в волновой функции ϕ   и полу­
чим для них такие уравнения:

 
Ψ Φ Φ= − ∂ ≡ − ∂[ ]1 1

1
2 2

1

112
2χ

β
χ
εR

 

−∂ = − ∂








≡

≡ − +[ ] [ ]

1 1 2
1

2
2

1
2

1
Φ Φβ χ χ

χ
β β β

χ ε ε

1 1 2 1 2 2

12 2 12

P + P )(

(

R

11

1
2
2

2χ
χ∂ −









) .Φ

Поступая аналогично предыдущему слу­
чаю нулевого значения спина, введем внеш­
нее поле в виде модели сингулярного осцил­
лятора согласно формуле (4). Однако матри­
ца эрмитизации η   здесь будет удовлетворять 
следующим соотношениям:

η β ε ε ε= − ≡ − + +2 11
2 11 22 [12][12]  ;  ηβ ηβ1 1= ;  	

ηβ ηβ2 2= − .  

Учитывая вышеуказанное, можно получить 
соответственно для Ψ  и Φ  следующие 
уравнения:

Ψ Φ Φ= − ≡ − [ ]1 1

1
2 2

1

112
2χ

β
χ
εR D D

 

E D R DΦ Φ≡ −








≡

≡ − −[ ] [

β χ χ β β
χ

β

χ ε χ ε

1 1 2 1 2 2

12 12

P + P )+( 1 2 2
1

2

1
2

2
2

1

]]
[ ]

+ ∂ + ∂ −












ε
χ

2

1
2 2

12

( )( ) .g g Φ

Это означает, что для компонент 
ϕ ϕ2 12, [ ]   

динамической составляющей   Φ =










[ ]

ϕ
ϕ

2

12
  

волновой функции φ имеет место система 
уравнений:

       
− =

− ∂ + ∂ −{ } =







[ ]χ ϕ ϕ

χ χ ϕ

1 12 2

2
1 2 2 2 2 0

E

E g g+( )( )        (13)

Последнее выражение в (13) совпадает 
с последним выражением в формуле (6). Та­
ким образом, опять имеем аналогичное по 
форме нулевому спину дифференциальное 
уравнение второго порядка (7) с его решени­
ем для соответствующих компонент волно­
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вой функции в нашем случае единичного 
спина.

4. Мультиспин 0,1
В данном случае мультиспина 0,1 соглас­

но [1] исходным уравнением является следу­
ющее унифицированной формы уравнение 
первого порядка:

 	   ( + +m) (x)=01 1 2 2γ γ ϕ∂ ∂ 		          (14)

Выше были введены представление 
волновой функции ϕ ϕ( ) ( )x xA= , где 
A k kl= [ ]{ } ≡ [ ]{ }0 0 1 2 12, , , , , ,   и элементы обоб­
щенной матричной алгебры:

 (
AB AB CD ADε δ δ ε ε δ ε) ; ;CD AC BD BC= =

γ ε ε ε ε γ

γ ε ε ε ε γ
1

2
1
2

2 2

1= + − − =

= + + +

[ ] [ ]

[ ] [ ]

01 10 12 2 12

02 20 12 l l 12

; ;

; 22 1= .  

Учитывая внешнее поле в виде модели 
сингулярного осциллятора согласно форму­
ле (4), наше уравнение в шредингероподоб­
ном виде будет иметь следующий вид:

 

∂ = − [ ]
− ∂ − −[ ]

1 1 2 2

1 2 2 1

+m =

= m

ϕ γ γ ϕ

γ γ γ γ ϕ

( ) ( )

( ),

x D x

g x2

где в качестве матрицы эрмитизации η   вы­
брана матрица  γ1 . Следовательно, для всех 
компонент волновой функции ϕ( )x   получа­
ем следующую систему уравнений:

E m g
m E g
g E m

g m E

∂
∂

−∂ −
−∂ −




































[ ]

2

2

2

2

0

1

2

12

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ





= 0

3

или

 

E g m

E m m Eg
E mg

E E

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

12 2 0 1 2

2 2
2 2 0

2 1

2
2

[ ] = ∂ − +

− = ∂ − +

+ ∂ −

∂ +

( ) ( )
( )

( 22 2 2 1
0

2
2 2 2 2 1

1

2
2

0

− − −  +

+ ∂ + − − −  =

∂ +

m g mg

m E m g Eg

m

)

)

( )

( )(

(

ϕ

ϕ

EE m g Eg

E E m g mg

2 2 2 1
0

2
2 2 2 2 1

1 0

− − −  +

+ ∂ + − − −  =








)

)

( )

( )( ,

ϕ

ϕ













где введено обозначение  g g( )1
2≡ ∂  .

Если сложить два последних уравнения, 
а также вычесть из предпоследнего уравне­
ния последнее, то после несложных преоб­
разований можно прийти к паре дифферен­
циальных уравнений второго порядка:

            

( )

,

( )E m E m g g± ∂ + − −  ×

× ±[ ] =
2
2 2 2 2 1

0 1 0



ϕ ϕ
      (15)

которые с точностью до явных переобозна­
чений совпадают с формулой (7).

Таким образом, опять имеем аналогич­
ные по форме нулевому спину линейные 
комбинации решений дифференциального 
уравнения второго порядка (7) для соответ­
ствующих компонент волновой функции 
в нашем случае мультиспина 0,1.

Заключение. В данной работе анализи­
руется поведение частицы во внешнем поле, 
которое имитируется моделью сингулярного 
осциллятора в шредингероподобном выра­
жении для одномерного релятивистского га­
мильтониана с исключением нединамиче­
ской компоненты в рамках волновых уравне­
ний первого порядка для спинов 0, 1/2, 1 и 
для мультиспина 0,1. Получены соответству­
ющие решения в рамках вышеуказанной мо­
дели. 
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