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Пры дапамозе F-манагенных функцый даследавана краявая задача для адной сістэмы дыферэнцы-
яльных раўнанняў у фармальных вытворных.
Ключавыя словы: манагеннасць у сэнсе У. С. Фёдарава, фармальныя вытворныя, сістэма дыферэн-
цыяльных раўнанняў у фармальных вытворных, дыферэнцыяльнае раўнанне ў фармальных 
вытворных.
The boundary value problem for one system differential equations based on F-monogenic functions is 
investigated.
Keywords: monogenic in the sense V. S. Fedorov, formal derivatives, system of differential equations in the 
formal derivatives, differential equation in the formal derivatives.

Уводзіны. У шэрагу прац [1–4] гіпер­
камплексныя функцыі, манагенныя 

ў  сэнсе У. С. Фёдарава (F-манагенныя) [5], 
і  фармальныя вытворныя [6] выкарыстоў­
валіся для даследавання дыферэнцыяль-
ных раўнанняў у частковых вытворных. 

Прадметам даследавання ў дадзенай 
працы з’яўляецца наступная сістэма дыфе-
рэнцыяльных раўнанняў у фармальных вы-
творных:
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«фармальныя» вытворныя ад функцыі f па 
вядомых функцыях p = p(x, y), q = q(x, y) 
класа C1(D), δ = − ≠′ ′ ′ ′ 0x y y xp q p q  у дадзеным 
абсягу D.

Заўсёды абазначаем праз C1(D) клас рэ­
чаісных або камплексных функцый рэчаісных 
зменных x, y, якія непарыўна дыферэнца-
вальныя ў некаторым адназвязным абсягу D.

«Фармальныя» вытворныя, якія вызнача-
юцца формуламі (2), пераўтвараюцца ў звы-
чайныя вытворныя, калі p = x, q = y. Пры 
p = x + iy ≡ z, q = x – iy ≡ z  формулы (2) вы-
значаюць вядомыя дыферэнцыяльныя апе-

ратары 
∂
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 [7].
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Асноўная частка. Лёгка даказаць на-
ступную тэарэму.

Тэарэма. У выпадку = − = −1 2 1 2,a b b a  
сістэма дыферэнцыяльных раўнанняў 
у  фармальных вытворных раўназначная 
раўнанню 

		

∂
=

∂
w Aw
Q

,	
	  (3)

дзе = + εϕw f  – шуканая двайная функцыя; 

ε =2 1 ; = + ε1 1
1 ( )
2

A a b  – вядомая двайная 

функцыя;    ∂ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ
= − − ε −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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= − εQ p q ; 
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p

, 
∂
∂

f
q

вызначаны роўна­
сцямі (2).
У дадзенай працы намі фармулюецца і дас-
ледуецца наступная краявая задача.

Задача. Знайсці рашэнне сістэмы дыфе-
рэнцыяльных раўнанняў у фармальных вы-
творных (1) = + εϕw f  (раўнання (3)) у  ад-
назвязным абсягу D, калі вядома рашэнне 
гэтай сістэмы на граніцы абсягу D – кры­
вой C.

Агульнае рашэнне раўнання (3), раўна­
значнага сістэме дыферэнцыяльных раўнан­
няў (1), мае выгляд

		
α= Φ[ ]w e P , 			   (4)

дзе Φ[ ]P  – адвольная двайная функцыя, 
манагенная па функцыі = + εP p q  [4], на-
прыклад, аналітычная ад P, а функцыя α – 
якое-небудзь частковае рашэнне раўнання 	

			 
∂α

=
∂

A
Q

. 

Напрыклад, калі A ёсць аналітычная 

функцыя ад p і q у абсягу D, то α = ∫
0

M

M

AdQ , 

дзе крывалінейны інтэграл  

∫
0

M

M

AdQ  ( = +′ ′x ydQ Q dx Q dy ), узяты па куско-

ва-гладкай крывой, якая злучае пункты M0 
і  M у  абсягу D, не залежыць ад шляху 
інтэгравання.

Пры дапамозе агульнага рашэння раў­
нання (3), якое вызначаецца формулай (4), 
мы можам рашыць сфармуляваную краявую 
задачу.

Перапішам роўнасць (4) у выглядзе

		
−α = Φ[ ]e w P . 			   (5)

Функцыя −αe  – вядомая ў абсягу D і на яе 
граніцы C. Мяркуем, што функцыя w вядо-
мая на граніцы C (такая ўмова краявой за-
дачы). Тады адвольная F-манагенная па P 
функцыя Φ[ ]P  будзе вядомай на крывой C.

Таму, скарыстаўшы вядомае інтэгральнае 
выяўленне У. С. Фёдарава [8], для любога 
пункта ∈M D  атрымаем

	

Φ
Φ =

−∫
1 [ ( )][ ( )] ( )

( ) ( )C

P NP M dP N
K P N P M

, 	 (6)

дзе K = −−∫ 1(( ( ) ( )) ( )
C

P N P M dP N .

Калі падставіць атрыманую з формулы (6) 
функцыю Φ[ ]P  у роўнасць (4), то атрымаем 
рашэнне раўнання (3) = + εϕw f , якое зада-
вальняе краявой умове задачы.

Калі вызначыць функцыі f і ϕ з атрымана-
га рашэння, то знойдзем рашэнне краявой 
задачы для сістэмы дыферэнцыяльных 
раўнанняў у  фармальных вытворных (1). 
Такім чынам, сфармуляваная краявая зада-
ча рэшана.

Заключэнне. Такім чынам, атрымалі на-
ступную тэарэму.

Тэарэма. Няхай 1a , 2a , 1b , 2b  – вядомыя 
аналітычныя ад = ( , )p p x y  і  = ( , )q q x y  у ад-
назвязным абсягу D  функцыі. Калі вядома 
рашэнне сістэмы (1) = + εϕw f  (раўнання 
(3)) на граніцы абсягу D  – кускова-гладкай 
крывой C , то для любога пункта ∈M D  

α= Φ[ ]w e P , дзе α = ∫
0

M

M

AdQ , а Φ[ ]P  вызнача-
ецца з роўнасці (6).

Заўвага. Няхай p = x, =q iy , P = x + εiy, 
= − εQ x iy , i2 = –1. Як паказана ў працы [4], 

адвольная двайная функцыя Φ[ ]P , 
F-манагенная па функцыі P , мае выгляд 
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	 Φ = ε + ε1 2[ ] [ ] [ ]P u z v z , 	 (7)

дзе [ ]u z  – камплексная функцыя, манаген-
ная па = +z x iy , [ ]v z  – камплексная функ-

цыя, манагенная па = −z x iy , 
+ ε

ε =1
1

2
, 

− ε
ε =2

1
2

.

Калі падставіць Φ[ ]P  з  формулы (7) 
у  роўнасць (5), мы знойдзем значэнні ад-

вольных камплексных функцый [ ]u z  і  [ ]v z , 
манагенных у абсягу D  па z  і  z  адпаведна.

Калі скарыстаць класічную формулу Ка­
шы для камплекснай функцыі u  па камплекс­
най зменнай z , а для функцыі v  па змен-
най z , мы знойдзем значэнні функцый [ ]u z  і 

[ ]v z  унутры абсягу D  па іх значэннях на 
граніцы гэтага абсягу, а значыць, вызначым 
функцыю Φ = ε + ε1 2[ ] [ ] [ ]P u z v z  такую, што 

рашэнне сістэмы (1) α= Φ[ ]w e P  будзе зада-
вальняць краявым умовам нашай задачы.
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