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В работе представлена в явном виде локальная классификация трехмерных однородных пространств, 
допускающих аффинную связность только нулевой кривизны. В статье рассматривается случай неразре-
шимой группы Ли преобразований. Локальная классификация однородных пространств эквивалентна 
описанию эффективных пар алгебр Ли. Описаны также сами инвариантные аффинные связности вместе 
с их тензорами кручения. Исследования основаны на использовании свойств алгебр Ли, групп Ли и одно-
родных пространств и носят, главным образом, локальный характер. Особенностью методов, представ-
ленных в работе, является применение чисто алгебраического подхода, а также сочетание различных 
методов дифференциальной геометрии, теории групп и алгебр Ли и теории однородных пространств.
Ключевые слова: аффинная связность, группа преобразований, однородное пространство, тензор 
кривизны. 

The article presents a local classification of three-dimensional homogeneous spaces allowing a affine connection 
of zero curvature only. The case of the unsolvable Lie group of transformations is considered. The local classifica-
tion of homogeneous spaces is equivalent to the description of the effective pairs of Lie algebras. We describe 
invariant affine connections together with their torsion tensors. The studies are based on the use of properties 
of the Lie algebras, Lie groups and homogeneous spaces and they mainly have local character. The peculiarity of 
techniques presented in the work is the application of purely algebraic approach, as well as compound of methods 
of differential geometry, the theory of Lie groups and algebras and the theory of homogeneous spaces.
Keywords: affine connection, transformation group, homogeneous space, curvature tensor. 

Введение. Необходимость сравнивать 
те или иные геометрические величи-

ны в разных точках пространства делает по-
нятие связности одним из важнейших в гео-
метрии и физике. Вопрос о существовании 
связности нулевой кривизны является одной 
из нерешенных проблем, такие связности 
позволяют дать геометрическую интерпрета-
цию некоторым понятиям математики и фи-
зики, например, понятие связности, опреде-
ляющей представление нулевой кривизны, 
играет важную роль в теории солитонов. 
Анализируя разрешимость дифференциаль-
ного уравнения, определяющего однород-
ную геометрическую структуру, также прихо-
дим к исследованию связности. Большой 
вклад в развитие теории связностей внесли 
работы Э. Картана, А. П. Нордена, П. К. Ра-
шевского, М.  Куриты, А.  П.  Широкова, 
Э.  Б.  Винберга, Ш.  Кобаяси, К.  Номидзу [1] 
и др. Трехмерные однородные пространства 
с неразрешимой группой преобразований, 
допускающие аффинные связности без кру-

чения, изучались в [2], где приведен более 
подробный тематический обзор, а также обо-
снование применяемых методов; при изло-
жении сохранены обозначения, введенные 
ранее. В данной работе также изучаются 
однородные пространства с неразрешимой 
группой преобразований, но внимание со-
средоточено на пространствах, допуска­
ющих аффинную связность только нулевой 
кривизны.

Основная часть. Пусть М – дифферен-
цируемое многообразие, на котором транзи-

тивно действует группа ,G  = xG G  – стабили-
затор произвольной точки ∈ .x M  Проблема 
классификации однородных пространств 

( , )M G  равносильна классификации пар 

групп Ли ( , ),G G  где ⊂ ,G G  так как М может 
быть отождествлено с многообразием левых 
смежных классов /G G  [3]. Необходимое ус-
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ловие существования аффинной связности 
состоит в том, что представление изотропии 
для G  должно быть точным, если G  эффек-
тивна на /G G  [1]. Опишем локально одно-
родные пространства и связности на них. 

Пусть  – алгебра Ли группы Ли ,G  а  – под­
алгебра, соответствующая подгруппе .G  
Пара  алгебр Ли называется эффек-
тивной, если подалгебра  не содержит от-
личных от нуля идеалов . Пара  на-
зывается изотропно-точной, если точно 
изотропное представление . Аффинной 
связностью на паре  называется такое 
отображение  что его ограни-
чение на  – изотропное представление по-
далгебры, а все отображение является -ин-
вариантным. Там, где это не будет вызывать 
разночтения, будем отождествлять подпро-
странство, дополнительное к  в , и фак-
тор-пространство . Тензор круче-
ния  и тензор кривизны 

 имеют вид 

Будем описывать пару  при помо-
щи таблицы умножения . Через 1{ , ..., }ne e  
обозначим базис  ( = dimn ),  порождает-

ся −1 3, ..., ne e , а − −= = =1 2 2 1 3{ , , }n n nu e u e u e  – 
базис . Для нумерации подалгебр исполь-
зуем запись . ,d n  для нумерации пар – . . ,d n m  
здесь d  – размерность подалгебры, n  – но-
мер подалгебры в  а m  – номер 
пары , соответствующие приведенным 
в [4]. Будем описывать связность через об-

разы базисных векторов Λ 1( ),u  Λ 2( ),u  Λ 3( ),u  

тензор кривизны R  – через 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  

2 3( , ),R u u  а кручения T  – через 1 2( , ),T u u  

1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u  
Пара g g( , )  называется тривиальной, 

если существует коммутативный идеал a  в 
g,  такой, что ⊕g a g= , тривиальная пара 
типа .d n  будет обозначаться . .1d n , так как 
она всегда существует и будет являться пер-
вой парой соответствующего типа.

Теорема 1. Пусть тривиальная пара 
g g( , )  допускает аффинную связность 

только нулевой кривизны, а g  неразреши-
ма. Тогда g  сопряжена одной и только од-
ной из следующих подалгебр в gl(3, ) :

λ + +
λ −

−

−
− −

4.2. ; 4.3. ;

4.5. ;5.1. ;

x y z x y z
u x y u x z

x u x y

x z y x u
z x u v y
y u x z

λ +
λ −

−

λ +
λ −

5.3. ;6.2. ;

6.3. ;6.4. ;

u v x y z w
x y u x y v
z x x

v w x v w
x z x y z
y u u x y

−
−

gl

7.1. ;7.2. ;

8.1. ;9.1. (3, ).

x u t x w t
v y w y u

z v z

x z v
w y x u
t s y

Замечание. Переменные обозначены латин-
скими буквами и принадлежат , а параметры – 
греческими буквами, подалгебры с разными зна-
чениями параметров не сопряжены друг другу. 
Базис, по умолчанию, будем выбирать, придав 
одной из переменных значение 1, а остальным 0, 
нумерация базисных векторов соответствует ал-
фавиту.

Аффинная связность называется триви-

альной, если Λ 1( )u = Λ 2( )u = Λ 3( )u =0. У всех 
вышеперечисленных пар связность являет-
ся тривиальной с нулевой кривизной и кру-
чением, за исключением случаев 5.3.1, 4.2.1 
(λ=1/2), 6.4.1 (λ=1/2); в этих случаях

Пара Аффинная связность
6.4.1 (λ=1/2), 5.3.1 −   

   
   
   

 
  ∈ 
 



1,2

1,2

1,2

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0 ,
0 0 0

r

r
r
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4.2.1 (λ=1/2)    
   
   
   −   

 
  ∈ 
 



3,2 3,2

3,2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 ,
0 0 0

p p

p

Пара Тензор кручения
6.4.1 (λ=1/2), 5.3.1

( )− ∈1,2 1,2

(0,0,0),(0,0,0),

2 ,0,0 ,r r
 

4.2.1 (λ=1/2) ( )
∈

3,2

3,2

0,0,2 ,(0,0,0),

(0,0,0),

p

p

Доказательство. Пусть здесь и далее
 
 Λ =  
  
 
 Λ =  
  
 
 Λ =  
  

1,1 1,2 1,3

1 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3

1,1 1,2 1,3

2 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3

1,1 1,2 1,3

3 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3

( ) ,

( ) ,

( )

p p p
u p p p

p p p

q q q
u q q q

q q q

r r r
u r r r

r r r

для некоторых , ,i jp , ,i jq ∈,i jr  (при , = 1,3i j ). 
Поскольку пара является тривиальной, а g  
неразрешима, то g  также неразрешима. Все 
неразрешимые подалгебры в gl(3, )  описа-
ны в [4], они задают тривиальные пары. Из 
них выбраны пары, допускающие аффинную 
связность, причем только нулевой кривизны.

Рассмотрим, например, локально одно-
родное пространство 8.1.1, однозначно опре­

делены Λ( )ie , = 1,8i , так как ограничение 
отображения Λ  на g  есть изотропное пред-
ставление подалгебры, отображение Λ  яв-
ляется g -инвариантным, тогда 
[ ( ), ( ) ([ , ]) [ ( ), ( )] ( )1 1 1 1 1 1 1

11 12 2

Λ Λ Λ Λ Λ Λe u e u e u u
p p p

] ,

, , ,

= ⇒ =

= = 11 2 2 2 3 3 1 3 3 0= = = = =p p p p, , , , .

Поскольку
[ ( ), ( )] ([ , ]) [ ( ), ( )] 02 1 2 1 2 1Λ Λ Λ Λ Λe u e u e u= ⇒ = ,  

имеем p p1,3 3,2= = 0.  
Так как

[ ( ), ( )] ( ),5 1 2Λ Λ Λe u u=

получим qi j, 0= ,  , = 1,3i j . 
Если 

[ ( ), ( )] ( ),7 1 3Λ Λ Λe u u=  

то ri j, 0= , , , = 1,3i j . 
Таким образом, 

Λ Λ Λ( ) ( ) ( ) 01 2 3u u u= = = ,  
по определению тензоры кривизны и круче-
ния нулевые.

Рассмотрим теперь, например, локально 
однородное пространство 4.2.1 (λ=1/2),

Λ Λ Λ ⇒2 1 1[ ( ), ( )] = ( )e u u[ ( ), ( ) ([ , ]) [ ( ), ( )] ( )1 1 1 1 1 1 1

11 12 2

Λ Λ Λ Λ Λ Λe u e u e u u
p p p

] ,

, , ,

= ⇒ =

= = 11 2 2 2 3 3 1 3 3 0= = = = =p p p p, , , , .; 
Λ Λ Λ1 1 1[ ( ), ( )] = (1/ 2) ( ),e u u  

тогда 1,3 = 0.p
Так как
Λ Λ Λ4 1 2[ ( ), ( )] = ( ),e u u  

1,1 1,2 1,3 2,1 2,2 2,3= = = = = = 0,q q q q q q  

−3,1 3,2= ,q p  3,2 3,3= = 0.q q

Если Λ Λ2 3[ ( ), ( )] = 0,e u  

то 1,2 1,3 2,1 2,3 3,1 3,2= = = 0, = = = 0.r r r r r r  

Поскольку 
Λ Λ Λ1 3 3[ ( ), ( )] = ( ),e u u  1,1 2,2 3,3= = = 0.r r r  

На остальных базисных векторах усло-
вие выполняется. Прямыми вычислениями 
получим, что связность имеет вид, представ-
ленный в таблице. Тензор кривизны полу-
чился нулевым, а тензор кручения

[ ] ( )Λ − Λ −m m m1 2 1 2 2 1 1 2 3,2( , ) = ( )( ) ( )( ) , = 0,0,2 ,T u u u u u u u u p

[ ] ( )Λ − Λ −m m m1 2 1 2 2 1 1 2 3,2( , ) = ( )( ) ( )( ) , = 0,0,2 ,T u u u u u u u u p  1 3 2 3( , ) = ( , ) = 0T u u T u u .
Для остальных случаев рассуждения 
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Теорема 2. Все трехмерные нетривиальные однородные пространства, допускающие 
аффинную связность только нулевой кривизны, такие, что  неразрешима, локально име-
ют следующий вид: 

6.3.2
1e 2e 3e 4e 5e 6e 1u 2u 3u

1e 0
22e − 32e 0 –e5 6e 0

2u − 3u

2e − 22e 0
1e 0 − 6e 0 0 0

2u

3e 32e − 1e 0 0 0 − 5e 0
3u 0

4e 0 0 0 0 − 5e − 6e 0
2u 3u

5e 5e 6e 0
5e 0 0 0 + +1 4 13u e e 32e

6e − 6e 0
5e 6e 0 0 0

22e + −1 4 13u e e

1u 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2u − 2u 0 − 3u − 2u − − −1 4 13u e e − 22e 0 0 0

3u 3u − 2u 0 − 3u − 32e − − +1 4 13u e e 0 0 0

5.9.2 e1 e2 e3 e4 e5 u1 u2 u3

e1 0 0 e3 0 e5 u1 0 0

e2 0 0 0 –e4 –e5 0 0 u3

e3 –e3 0 0 e5 0 0 u1 0

e4 0 e4 –e5 0 0 e5 2e4 u2 ,

e5 –e5 e5 0 0 0 0 e5 u1

u1 –u1 0 0 –e5 0 0 –u1 0

u2 0 0 –u1 –2e4 –e5 u1 0 2u3

u3 0 –u3 0 –u2 –u1 0 –2u3 0

4.2.2 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 

e1 0 0 0 0 (1/2)u1 (1/2)u2 u3

e2 0 0 2e3 –2e4 u1 –u2 0

e3 0 –2e3 0 e2 0 u1 0 ,

e4 0 2e4 –e2 0 u2 0 0

u1 –(1/2)u1 –u1 0 –u2 0 u3 0

u2 –(1/2)u2 u2 –u1 0 –u3 0 0

u3 –u3 0 0 0 0 0 0
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4.19.2. e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3

e1 0 0 –e3 –e4 0 0 u3

e2 0 0 e4 0 0 u1 0

e3 e3 –e4 0 0 –e4 –2e3 u2

e4 e4 0 0 0 0 –e4 u1

u1 0 0 e4 0 0 u1 0

u2 0 –u1 2e3 e4 –u1 0 –2u3

u3 –u3 0 –u2 –u1 0 2u3 0

4.21.11 
(μ≠0,1/2)

e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3

e1 0 e2 –μe3 (1–μ)e4 u1 0 μu3

e2 –e2 0 e4 0 0 e2+u1 0

e3 μe3 –e4 0 0 0 –2e3 u2

e4 (μ–1)e4 0 0 0 0 –e4 e2+u1

u1 –u1 0 0 0 0 0 0

u2 0 –e2–u1 2e3 e4 0 0 –2u3

u3 –μu3 0 –u2 –e2–u1 0 2u3 0

3.6.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3 3.12.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 0 e1 e1 0 u1 e1 0 –e2 –e3 0 0 u3

e2 0 0 0 0 u2 0 e2 e2 0 0 e3 2e2 u2

e3 –e1 0 0 0 0 u3 e3 e3 0 0 0 e3 u1

u1 –e1 0 0 0 0 u3 u1 0 –e3 0 0 –u1 0

u2 0 –u2 0 0 0 0 u2 0 –2e2 –e3 u1 0 2u3

u3 –u1 0 –u3 –u3 0 0 u3 –u3 –u2 –u1 0 –2u3 0

3.13.6 
(μ≠–1,0,1/2)

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 –μe2 (1–μ)e3 u1 0 μu3

e2 μe2 0 0 e3 2e2 u2

e3 (μ–1)e3 0 0 0 e3 u1

u1 –u1 –e3 0 0 –u1 0

u2 0 –2e2 –e3 u1 0 2u3

u3 –μu3 –u2 –u1 0 –2u3 0

Реп
оз

ит
ор

ий
 Б

ГПУ



Матэматыка 25

3.28.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3
2.8.7

(λ≠–1,0,1/2) e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 e3–e2 –e3 0 u1 u3 e1 0 λe1 e1 0 u1

e2 e2–e3 0 0 e3 2e3 2e1+u2 e2 –λe1 0 0 u2 λu3

e3 e3 0 0 0 –e3 u1 u1 –e1 0 0 0 u3

u1 0 –e3 0 0 –u1 0 u2 0 –u2 0 0 0

u2 –u1 –2e3 e3 u1 0 0 u3 –u1 –λu3 –u3 0 0

u3 –u3 –2e1–u2 –u1 0 0 0

Замечание. В случаях 4.2.2 и 6.3.2 подалге-
бра g  неразрешима, в остальных случаях g  раз-
решима. Если на параметры, появляющиеся 
в  процессе классификации, накладываются не-
которые дополнительные условия, то они запи-
сываются сразу после таблицы умножения. 
В противном случае предполагается, что параме-
тры пробегают все  .

Доказательство. Сначала классифици-
рованы подалгебры  в  далее най-
дены пары  (с подробным описанием 
можно ознакомиться в [4]). Из них выбраны 
пары с неразрешимой , допускающие аф-
финную связность, причем только нулевой 
кривизны. 

Рассмотрим, например, случай 3.6. Пусть 
h  – нильпотентная подалгебра, порожден-

ная 2e  и 3e , тогда ⊃ ⊕ ⊕  g h(0,0)
2 3 1( ) ,e e u  

− ⊃ g h(0, 1)
1( ) ,e  ⊃ g h(1,0)

2( ) ,u  ⊃ g(0,1)
3u  

и, с учетом тождества Якоби, получим

1 1 1[ , ] = ,e u pe  1 2[ , ] = 0,u u   

1 3 3[ , ] = ,u u pu  2 3[ , ] = 0.u u  
При = 0p  пара g g( , )  эквивалентна три-

виальной паре, при ≠ 0p  пара g g( , )  эквива-
лентна паре 3.6.2 при помощи отображения

π →g g2: , π( ) = ,i ie e  = 1,3,i   

π 1 1( ) = ,u pu  π 2 2( ) = ,u u  π 3 3( ) = .u pu  

Поскольку g2
1dim = 1D , а g2

2dim = 3D , эти 
пары не эквивалентны. 

В случае 3.12 h  порождена вектором 1e . 
Поскольку

− ⊕ g h( 1)
2 3( ) = ,e e   

⊕ ⊕  g h(0)
1 1 2( ) = ,e u u  

 g h(1)
3( ) = ,u  

в силу тождества Якоби имеем

= + = = = +2 1 1 2 2 3 2 2 2 2 3 1 1 3 3 2 1 2 2 3[ , ] , [ , ] 2 , [ , ] 2 , [ , ] ,e u p e p e e u p e e u p e e u p e p e

= + = = = +2 1 1 2 2 3 2 2 2 2 3 1 1 3 3 2 1 2 2 3[ , ] , [ , ] 2 , [ , ] 2 , [ , ] ,e u p e p e e u p e e u p e e u p e p e

= − + = =1 2 2 1 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3[ , ] , [ , ] 2 , [ , ] 2u u p u p u u u p u u u p u
= − + = =1 2 2 1 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3[ , ] , [ , ] 2 , [ , ] 2u u p u p u u u p u u u p u .

Если 1 2= = 0p p  то g g( , )  эквивалентна 
тривиальной паре, а иначе она эквивалент-
на 3.12.2 при помощи π →g g2: , где
при p p1 20, 0≠ = :  

π π π π

π π

( ) , ( ) = , ( ) = , ( ) = ,
( ) = , ( ) =

1 1 2 3 3 2 1 1 2

2 1 1 3 1

e e e e e e u p u
u p u u p u

=

33;  
при ≠1 2= 0, 0p p :

 
при p p1 20, 0≠ = :≠1 2= 0, 0p p :

π π π

π π

( ) , ( ) , ( ) ,e e e e e p e e
u p u p p u u p

1 1 2 2 3 1 2 3

1 2 1 1 2 2 2 2( ) = , ( ) =
= = = +

+ uu u p u2 3 2 3, ( ) = .π   
Поскольку Z u u( ) =1 1 2g  + , , а Z( ) = 02g , , 
пары не эквивалентны. 

В случае 3.28 в силу тождества Якоби 
[ , ] , [ , ] [ , ] ,u u pu u u u u1 2 1 1 3 2 3 0= − = =  

= = = + = −2 1 3 2 2 3 2 3 1 2 3 2 3[ , ] , [ , ] 2 , [ , ] 2 , [ , ]e u pe e u pe e u pe u e u pe

= = = + = −2 1 3 2 2 3 2 3 1 2 3 2 3[ , ] , [ , ] 2 , [ , ] 2 , [ , ]e u pe e u pe e u pe u e u pe .

При = 0p  пара тривиальна, при ≠ 0p  – 
паре 3.28.2 посредством π →g g2: , π( ) = ,i ie e  

π( ) = (1/ ) ,i iu p u = 1,3.i

Поскольку ≠g g2 2
1 2dim dimD D , пары не 

эквивалентны. 
В случае 4.2 h  порождена векторами 1e   

и 2e , ⊃ ⊕ g h(0,0)
1 2( ) ,e e  ⊃ g h(0,2)

3( ) ,e  
− ⊃ g h(0, 2)

4( ) ,e  λ ⊃ g h( ,1)
1( ) ,u  λ − ⊃ g h( , 1)

2( ) ,u  

⊃ g h(1,0)
3( ) .u  
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Поэтому
λ∈g h(2 ,0)

1 2[ , ] ( ),u u  
λ+∈g h( 1,1)

1 3[ , ] ( ),u u  
λ+ −∈g h( 1, 1)

2 3[ , ] ( ),u u  
тогда

+ + α1 2 1 1 2 2 3 3[ , ] = ,u u a e a e u  

1 3[ , ] =u u  2 3[ , ] = 0.u u  

В силу тождества Якоби α1 2 3 3[ , ] = ,u u u  где 

λ − α3(2 1) = 0.  Если λ ≠ 1/ 2  или α3 = 0 , то 
пара g g( , )  эквивалентна тривиальной. Если 

λ = 1/ 2 , α ≠3 0 , то эквивалентность пар 
g g( , )  и 4.2.2 показывается посредством 

π →g g2: , π( ) = ,i ie e  = 1,4,i  

π 1 1( ) = ,u u  π 2 2( ) = ,u u  π α3 3 3( ) = .u u  
Поскольку ≠r g r g1 2dim ( ( )) dim ( ( ))D D D D , 

пары не эквивалентны.
В случае 4.19 h  порождена вектором 1e , 

g h(0)
1 2 1 2( ) = ,   e e u u⊕ ⊕ ⊕  

g h g h( 1)
3 4

(1)
3( ) = , ( ) =− ⊕  e e u ,  

а

∈ ∈ ∈g h g h g h(0) (1) (1)
1 2 1 3 2 3[ , ] ( ),[ , ] ( ),[ , ] ( ),u u u u u u  

[ , ] = ,1 3 3 3u u uβ = + = − = = +2 2 1 2 3 3 2 1 4 2 4 4 3 1 2[ , ] ,[ , ] 2 ,[ , ] ,[ , ]e u u pe e u u pe e u pe e u u pe 

= + = − = = +2 2 1 2 3 3 2 1 4 2 4 4 3 1 2[ , ] ,[ , ] 2 ,[ , ] ,[ , ]e u u pe e u u pe e u pe e u u pe ,
[ , ] = , [ , ] = .1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 2 3 3 3u u a e a e u u u u u+ + +α α γ   

Использовав тождество Якоби, получим
a a q1 2 1 2 3 3= = = = = = = 0.α α β γ  

При  ≠ 0p = 0p  пара g g( , )  эквивалентна три-
виальной паре, при ≠ 0p  – паре 4.19.2 по-
средством

π →g g2: , π( ) = ,i ie e  = 1,4,i  
π +1 1 2( ) = (1/ ) ,u p u e  π −2 2 1( ) = (1/ ) 2 ,u p u e  

π 3 3( ) = (1/ ) .u p u  
Поскольку g1  – разрешимая алгебра Ли, 

а g2  неразрешима, пары не эквивалентны. 
В случае 5.9 h  порождена векторами 1e   

и 2e , тогда

⊕ g h(0,0)
1 2( ) = ,e e  −λ g h(1 ,0)

3( ) = ,e  

g h(1,0)
1( ) = ,u  λ − g h( , 1)

4( ) = ,e  λ g h( ,0)
2( ) = ,u  

− g h(1, 1)
5( ) = ,e  g h(0,1)

3( ) = ,u   

а
+λ∈g h(1 ,0)

1 2[ , ] ( ),u u  ∈g h(1,1)
1 3[ , ] ( ),u u  

λ∈g h( ,1)
2 3[ , ] ( ).u u  

Если λ = 0 , 

то = = =4 1 5 4 2 4 5 2 5[ , ] ,[ , ] 2 ,[ , ]e u pe e u pe e u pe ,

+ α1 2 3 3 1 1[ , ] = ,u u a e u  1 3[ , ] = 0,u u  γ2 3 3 3[ , ] = .u u u  

В силу тождества Якоби 3 = 0a , α −1 = p , 

γ 3 = 2p . При = 0p  пара g g( , )  эквивалентна 
тривиальной паре, при ≠ 0p  эквивалент-
ность пар g g( , )  и 5.9.2 доказывается при по-

мощи π →g g2: , π( ) = ,i ie e  = 1,5,i  π( ) = ,j ju pu  

= 1,3.j  Если же λ ≠ 0 , то пара g g( , )  триви-

альна. Поскольку g2
1dim = 3D , g2

2dim = 6D , 
пары не эквивалентны. 

В случае 6.3 h  порождена векторами 1e  и 

4e . Получим, что

[ , ] , [ , ] , [ , ] ,
[ , ] , [
e u pe A e u pe e u pe
e u pe A u
5 2 1 5 3 3 6 2 2

6 3 1 1

2 2= + = =

= − + ,, ] [ , ] [ , ] ,u u u u u2 1 3 2 3 0= = =  
где A pe u= 3 4 1+ .  

При = 0p  пара тривиальна, при ≠ 0p  – эк-
вивалентна паре 6.3.2 при помощи π →g g2: ,

Поскольку g1  редуктивна, а g2  нет, пары 
не эквивалентны. 

Остальные случаи рассматриваются ана-
логично.

Замечание. У всех перечисленных пар тен-
зор кривизны может быть только нулевым, если 
тензор кручения не указан, то он также являются 
нулевым, в противном случае тензор кручения 
выписан после аффинной связности.

Пара Аффинная связность

6.3.2 −     
     − −     

− −     

2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 , 2 0 0 , 0 0 0
0 0 2 0 0 0 2 0 0

5.9.2  
3.12.2 
3.13.6,  
μ ≠ 0,1, 
-1, 1/2

−     
     −     

−     

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0Реп
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Пара Аффинная связность

4.2.2      
     
        −     3,2 3,2

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0p p

4.19.2.      
     
     

−     

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

4.21.11,
μ ≠ 0,1, 
1/2 

     
     
     

−     

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

4.21.11,
μ ≠1 −     

     
     

−     

1,3 1,30 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

q q

3.6.2 
2.8.7 
l ≠ 0,1, 
-1, 1/2

−     
     
     

−     

1/ 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 1/ 2 0 0 0 1/ 2 0 0 

−     
     
     

−     

1/ 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 1/ 2 0 0 0 1/ 2 0 0

3.13.6, 
μ =1 − −     

     −     
−     

1,3 1,30 1 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

q q

3.28.2 − −     
     −     

− −     

0 1 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

2.8.7, 
l = 1 −     

     −     
−     

2,3 2,3

1/ 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 1/ 2 0 0 0 1/ 2 0 0

p p

 
−     

     −     
−     

2,3 2,3

1/ 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 1/ 2 0 0 0 1/ 2 0 0

p p

Тензоры кривизны и кручения, алгебры 
голономии нулевые, за исключением 

Пара Тензор кручения

4.21.11( µ = 1), 
3.13.6( µ = 1)

( )1,3(0,0,0),(0,0,0), 2 ,0,0q

4.2.2 ( )−3,20,0,2 1 ,(0,0,0),(0,0,0)p

2.8.7, λ = 1 ( )2,3(0,0,0), 0,2 ,0 ,(0,0,0)p

Доказательство. Рассмотрим локально 
однородное пространство 3.13.6 при μ=1, 
тогда

 Λ Λ Λ ⇒ Λ Λ3 1 3 1 3 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = 0,e u e u e u  
имеем

3,1 3,2= = 0,p p  3,3 1,1= ,p p  2,1 = 0.p  
Поскольку
Λ Λ Λ2 1 3[ ( ), ( )] = ( ),e u e  −1,2 = 1,p  1,1 2,2= .p p  
Так как

Λ Λ Λ1 1 1[ ( ), ( )] = ( ),e u u  1,1 2,3 1,3= = = 0.p p p  

Если Λ Λ Λ3 2 3[ ( ), ( )] = ( ),e u e   

то 3,1 3,2= = 0,q q  +3,3 1,1= 1,q q  2,1 = 0.q

Поскольку Λ Λ Λ2 2 2[ ( ), ( )] = 2 ( ),e u e  1,2 = 0,q  

+1,1 2,2= 1.q q  Так как Λ Λ1 2[ ( ), ( )] = 0,e u  2,3 = 0.q  

Если Λ Λ Λ3 3 1[ ( ), ( )] = ( ),e u u  то 3,1 = 0,r  −3,2 = 1,r  

3,3 1,1= ,r r  2,1 = 0.r

Поскольку Λ Λ Λ2 3 2[ ( ), ( )] = ( ),e u u  1,1 = 0,q  

−1,2 1,3= ,r q  1,1 2,2= .r r  
Так как 

Λ Λ Λ1 3 3[ ( ), ( )] = ( ),e u u  1,1 1,3 2,3= = = 0.r r r  
Получим, что связность имеет вид, ука-

занный в таблице. Тензор кривизны – нуле-
вой, а кручения

[ ] ( )Λ −Λ −m m m2 3 2 3 3 2 2 3 1,3( , ) = ( )( ) ( )( ) , = 2 ,0,0T u u u u u u u u q

[ ] ( )Λ −Λ −m m m2 3 2 3 3 2 2 3 1,3( , ) = ( )( ) ( )( ) , = 2 ,0,0T u u u u u u u u q , 1 2 1 3( , ) = ( , ) = 0,T u u T u u   
алгебра голономии нулевая. 

Заметим, что, например, при µ = 1/ 2
−     

     Λ Λ − Λ     
−     

1,3

1 2 3

0 1 0 0 0 0 0 0
( ) = 0 0 0 , ( ) = 0 1 0 , ( ) = 0 0 0 .

0 0 0 0 0 1 0 1 0

r
u u u
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−     
     Λ Λ − Λ     

−     

1,3

1 2 3

0 1 0 0 0 0 0 0
( ) = 0 0 0 , ( ) = 0 1 0 , ( ) = 0 0 0 .

0 0 0 0 0 1 0 1 0

r
u u u

 
−     

     Λ Λ − Λ     
−     

1,3

1 2 3

0 1 0 0 0 0 0 0
( ) = 0 0 0 , ( ) = 0 1 0 , ( ) = 0 0 0 .

0 0 0 0 0 1 0 1 0

r
u u u

Тензор кривизны 1 2 1 3( , ) = ( , ) = 0,R u u R u u  

[ ] [ ]
− 

 Λ Λ − Λ  
 

1,3

2 3 2 3 2 3

0 0 3
( , ) = ( ), ( ) ( , ) = 0 0 0 .

0 0 0

r
R u u u u u u

 

[ ] [ ]
− 

 Λ Λ − Λ  
 

1,3

2 3 2 3 2 3

0 0 3
( , ) = ( ), ( ) ( , ) = 0 0 0 .

0 0 0

r
R u u u u u u

Таким образом, этот случай не входит 
в рассматриваемый в работе класс.

Для остальных случаев рассуждения 
аналогичны. 

Заключение. В работе приведена в яв-
ном виде полная локальная классификация 
трехмерных однородных пространств с не-
разрешимой группой преобразований, допу-
скающих аффинную связность только нуле-
вой кривизны. Описаны все инвариантные 
аффинные связности на каждом таком про-
странстве, найдены их тензоры кручения.

Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при исследовании многообра-
зий, при изучении пространств с аффинной 
связностью, а также иметь приложения 
в различных областях математики и физи-
ки, поскольку многие фундаментальные за-
дачи в этих областях связаны с изучением 
инвариантных объектов на однородных 
пространствах, в частности требуют равен­
ства нулю тензора кривизны заданной связ-
ности.
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