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Рассматриваются непрерывно зависящие от вещественного параметра семейства линейных дифферен-
циальных систем с непрерывными и равномерно ограниченными на полуоси коэффициентами. Множе-
ством устойчивости, асимптотической устойчивости или экспоненциальной устойчивости такого семейства 
называется множество всех тех значений параметра, при которых отвечающие им системы семейства 
устойчивы, асимптотически устойчивы или экспоненциально устойчивы. Доказано, что множество веще-
ственной оси тогда и только тогда является множеством асимптотической устойчивости некоторого такого 
семейства, когда оно – Fsd-множество, и множеством устойчивости (множеством экспоненциальной устой-
чивости), когда оно – Fd-множество.
Ключевые слова: асимптотическая устойчивость, экспоненциальная устойчивость, система <µ>А семей-
ства (*).

We consider continuous dependence of family of linear differential systems on a real parameter with continuous 
and uniformly bounded on the half coefficients. Set of stable, asymptotic stability and exponential stability of the 
family is the set of all those values of the parameter for which they meet the family stable system asymptotically 
stable or exponentially stable. It is proved that the set of the real axis is the set of asymptotic stability of some of 
the family when it is the set, and the set of sustainability (the set of exponential stability), when it is Fσ the set.
Keywords: asymptotic stability, exponential stability, system <µ>А of family (*). 
 

Рассмотрим однопараметрическое се-
мейство n-мерных линейных диффе-

ренциальных систем
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где матрица ( , ) :[0, ) End nA ⋅ ⋅ +∞ × →   
непрерывна по совокупности переменных 
и при каждом фиксированном µ ∈  ограни-
чена на временнóй полуоси 0t ≥  своей, во-

обще говоря, для каждого µ постоянной:

 
( , )sup 0 A t ct µ µ≤ < +∞≥   .

 
Класс всех таких однопараметрических се-
мейств обозначим через Kn. Фиксируя в се-
мействе (*) параметр µ, получаем линейную 
дифференциальную систему, которую ниже 

обозначаем через Aµ< > . Пусть S  – неко-
торое свойство линейных дифференциаль-
ных систем с непрерывными и ограниченны-
ми на полуоси коэффициентами (основной 
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Матэматыка 13

интерес для нас будут представлять асим-
птотические свойства [1] этих систем, то есть 
свойства, инвариантные относительно пре-
образований Ляпунова [2, с. 42; 3, с.  243]). 
Что может представлять собой множество 

всех тех µ ∈ , при которых система Aµ< >  
этого семейства обладает свойством S?

Этот вопрос поставлен и рассмотрен в [4] 
для свойства S  правильности по Ляпунову 
в случае линейной мультипликативной за­

висимости матрицы ( , )A t µ  семейства от 

параметра: ( , ) ( )A t A tµ µ≡  при всех 

[0, )t ∈ +∞  и  µ ∈ . В этом случае в [4] по-
казано, что множество PA тех µ, при которых 
система <µ>A правильна, может быть как 
счетным, так и континуальным, отличным от 
 , а в [5] доказано, что множество PA долж-
но быть Fsd-множеством (при этом доказа-
тельство последнего факта в [5] существен-
но использует специфику указанной зависи-
мости от параметра, а значит, для общих 
семейств (*) дает только оценку снизу номе-
ра борелевского класса, которому принадле-
жат множества PA, A ∈ Kn).

В статье дан полный ответ на поставлен-
ный выше вопрос для свойств устойчивости, 
асимптотической устойчивости и экспонен-
циальной устойчивости.

Теорема 1. Для любого семейства  (*) из 
Kn множество SaA тех µ, при которых си-

стема Aµ< >  этого семейства асимпто-
тически устойчива, является Fsd-множе
ством. Обратно, для любого Fsd-множества 
M ⊂  существует такое семейство (*) 
из Kn, множество SaA которого совпадает с 
множеством М.

Доказательство. 1. Для каждой упоря-

доченной пары 2( , )k m ∈  обозначим через 

( , )S k m  множество

 1{ : ( ,0) }X k mµ µ −∈ ≤  ,

где ( , )Xµ ⋅ ⋅  – матрица Коши системы <µ>A 
семейства (*). Поскольку отображение 

( ,0)X kµ µ 

 непрерывно ( = fixk ), то мно­

жество ( , )S k m  замкнуто. Система Aµ< >
 

семейства (*) асимптотически устойчива 
(см.  равенство в (1)), если и только если 

lim ( ,0) = 0X tt µ→+∞  . Так как матрица коэф-

фициентов системы <µ>A равномерно огра-

ничена на временнóй полуоси, то в последнем 
равенстве можно, аналогично [3, с. 537], счи-
тать t ∈ . Поэтому верно равенство

,
 

откуда, в силу замкнутости множества ( , )S k m , 

для любых , и вытекает первое 
утверждение теоремы 1.

2. Пусть ( ( ))f p p⋅ ∈  – та же последова-
тельность непрерывных функций, что и в до-
казательстве второй части теоремы 1. По-
строим по ней новую последовательность 
( ( ))hp p⋅ ∈  непрерывных функций, определив 
их равенством: 

1( ) = max{| ( ) |, }h f pp pµ µ − , µ ∈ .
 

Следующие свойства функций hp(.)  в си­
лу их определения и отмеченных ранее 
свойств функций fp(.) очевидны:

 1 ( ) 1p hp µ− ≤ ≤   для всех µ ∈  и p∈ , 

а также

lim ( ) = 0hpp µ→+∞  для µ ∈  

и
lim ( ) 0hpp µ >→+∞

 для µ ∈ \M. 

Зафиксируем на временнóй полуоси ка-

кую-либо последовательность ( )Tk k∈ , 

удовлетворяющую условиям: = 01T , Tk ∈  

при 2k ≥ , /1T Tk k → +∞+  при   

и ln ( /2)1T T kk k− ≥−  при всех 2k ≥ .
Построим семейство (*), для которого 

=Sa MA . Его матрицу возьмем диагональ-
ной: ( , ) = diag[ ( , ), , ( , )]A t a t a tµ µ µ

 при всех 

 Функцию ( , )a ⋅ ⋅  зададим 
равенствами: 

( )1( , ) = ( ) ln ( )/ ( )2 2 1 1a t T T h hk k k kµ µ µ−− − − , 
если 

[ , ]2 1 2t T Tk k∈ − , k ∈ , µ ∈ , где счи-

таем 
( ) 10h µ ≡ , и ( , ) 0,a t µ ≡  если 

[ 1, 1]2 2 1t T Tk k k∈ + −∈ +



, µ ∈ . На те 

единичные отрезки временнóй полуоси, на 
которых функция ( , )a ⋅ ⋅  пока не определена, 
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продолжим ее при всех µ ∈  по непрерыв-
ности следующим образом: 

если [ , 1]2 2t T Tk k∈ + , k ∈ , µ ∈ ,  

и ( , ) = ( , )( 1)cos(2 )2 1 2 1a t a T t T tk kµ µ π− ++ + , 

если  k ∈ , µ ∈ .
Вследствие неравенств

 
ln2 2 1T T kk k− ≥−  и 

1 ( ) 1k hk µ− ≤ ≤

при всех k ∈ , µ ∈  и задания функции 

( , )a ⋅ ⋅  очевидно неравенство | ( , ) | 1a t µ ≤  при 
всех ( , ) [0, )t µ ∈ +∞ × . Далее, легко убе-
диться в справедливости равенств 

2 ( , )d = ln ( )/ ( )12 1

T k a h hk kT k
τ µ τ µ µ   ∫ −−  

и

при всех k ∈ , µ ∈ . 

Стало быть, если [ , ]2 1 2t T Tk k∈ − ,  

то ( , )d0
t a τ µ τ ≤∫ max{ln ( ),ln ( )}1h hk kµ µ− , 

а если [ , ]2 2 1t T Tk k∈ + , то 

( , )d ln ( ) 10
t a hkτ µ τ µ≤ +∫ . 

Поэтому exp ( , )d 00
t a τ µ τ →∫  

при t → +∞ , если Mµ ∈ , а значит, система 

Aµ< >  при Mµ ∈  асимптотически устойчива.
Если же \ Mµ ∈ , то, поскольку 

2exp ( , )d = ( )0
T k a hkτ µ τ µ∫ ,

система Aµ< >  не является асимптотиче-
ски устойчивой. Теорема 1 доказана.

Хотя следующая теорема 2, описыва­
ющая множества SA и SeA семейств A Kn∈ , 
может быть доказана в своей конструктив-
ной части так же, как и теорема 1, мы, стре-
мясь разнообразить способы построения се-
мейств (*) с нужными свойствами, докажем 
ее иначе, воспользовавшись приемом, при-
мененным впервые в [11] и использованным 
с аналогичной целью в [4]. Для этого нам по-
надобится одна лемма, содержащая неболь-

шое усиление теоремы В. Серпинского [8, 
с.  262], уточняющее возможный тип сходи-
мости последовательности непрерывных 
функций в точках их поточечной сходимости.

Скажем, что числовая последователь-
ность (am)m ∈  стабилизируется, если она, на-
чиная с некоторого номера, является стаци-
онарной последовательностью. Если после-
довательность (am)m∈

 стабилизируется и ak = a 
для всех k, начиная с некоторого, то скажем, 
что последовательность (am)m ∈ 

 стабилизи-
руется к числу a.

Лемма. Для любой последовательности 

( ( ))m mϕ ⋅ ∈  непрерывных функций →   
множество C тех µ, для которых числовая 

последовательность ( ( ))m mϕ µ ∈  стаби-
лизируется, является Fσ-множеством. Об
ратно, для любого Fσ-множества M⊂ 
существует последовательность

( ( ))m mϕ ⋅ ∈
непрерывных равномерно ограниченных 
функций →  , такая, что ее множество С 
совпадает с M; при этом указанную последо-
вательность функций можно выбрать как та-
кой, чтобы для каждого \ Mµ ∈  числовая 

последовательность ( ( ))m mϕ µ ∈  сходи-
лась, так и такой, чтобы она для каждого 

\ Mµ ∈  расходилась.
Доказательство. 1. Докажем первую часть 

леммы. Для каждой упорядоченной пары 

, где k m< , через ( , )F k m  обо-
значим множество . 

Поскольку функции ( )kϕ ⋅  и  по усло-
вию непрерывны, то множество ( , )F k m  
замкнуто. Для множества C тех μ, для 
которых числовая последовательность 

( ( ))m mϕ µ ∈  стабилизируется, очевидно 
в силу определения стабилизируемости ра-

венство = ( , )= 1C F k mk m k
∞

∈ +  , из кото-
рого и следует первая часть леммы.

2. Пусть Fσ -множество =M Fi i∈  , 

где Fi  – замкнутые множества и без наруше-

ния общности  Функцию 

( ) :h ⋅ →   зададим равенствами: 
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, если \ 1F Fk kµ ∈ −  (считаем 
F0 = ∅), и ( ) = 0h µ , если \ Mµ ∈ . Так как 
при отображении h  прообраз любого полу-
интервала [r, +∞) замкнут (он либо пуст, либо 

одно из Fi , либо все  ), то функция h полу-
непрерывна сверху. Поэтому [8, с. 237] суще-
ствует невозрастающая последовательность 

( ( ))m mψ ⋅ ∈  непрерывных функций  → , 

такая, что  для любого 
µ ∈ . Поскольку функция ( )h ⋅  ограничена 
сверху (sup{ ( ) : }h µ µ ∈  ≤ 1), то по теореме 
Р. Бэра в качестве функций ( )mψ ⋅  можно 
взять [8, с. 238] функции

  
где		  (1)

Докажем, что при μ ∈ M числовая после-

довательность ( ( ))m mψ µ ∈  стабилизиру-
ется. В самом деле, если Mµ ∈ , то найдет-

ся k ∈ , для которого . По­

этому ( , ) =hm µ µ 1( ) =h kµ − , а значит, 
вследствие определения (2), верно неравен-

ство 1( ) kmψ µ −≥ . Но если z Fk∈ , то 

1( , ) ( )h z h z km µ −< < . Следовательно, supre­

mum в определении (2) при  

реализуется на точках z Fk∈ . Ясно, что при 

\ 1z F Fk k∈ −  значение ( , )h zm µ  не больше  

k–1. Пусть поэтому 1z Fk∈ − . Обозначим 

def
max{| |: } ( )1z z Fkµ ρ µ− ∈ =−  (так как 
Fk–1 замкнуто, то max достигается, а так как 

1Fkµ ∈ − , то ( ) > 0ρ µ ). Но легко убедить-

ся, что при любом ( 1) ( ) 1m k kρ µ  ≥ − + , 
где [ ]  – целая часть, выполнено неравен-

ство 

любом , где  – целая часть, выполнено неравенство

. Стало быть, если , последовательность 

стабилизируется к числу .

Положим, . Тогда функции положительны и непрерывны и из 

предыдущего легко вытекает, что числовая последовательность не 

возрастает и при любом сходится: причем, если , она стабилизируется к числу, 
обратному некоторому (своему для каждого ) натуральному числу, а если ,

она сходится к нулю и, поскольку , к нулю она не стабилизируется. 

Поэтому для этой последовательности функций ее множество совпадает с
множеством M, а множество точек сходимости – с .

Построим теперь последовательность непрерывных функций, для 

которой множество , а множество точек расходимости совпадает с . Для 

этого сначала рассмотрим неубывающую последовательность 

положительных непрерывных функций, определив их равенством 

, . Вследствие предыдущего числовая последовательность 

при стабилизируется к некоторому (своему для каждого )

нечетному числу, а при сходится к Так как , то 

при всех . Аналогично [8, с. 261 – 262], вставляя 

между функциями и еще функций с дробными индексами: 

, где пробегает арифметическую (свою для 

каждого ) прогрессию , , ..., , и нумеруя первоначальные и 
вставленные функции по порядку натуральными числами, получим новую неубывающую 
последовательность положительных непрерывных функций, которую обозначим через 

. Вследствие отмеченных выше свойств последовательности 

получаем, что числовая последовательность при каждом 

стабилизируется к некоторому нечетному числу, а при сходится к 
, причём, вставленные функции гарантируют, что для каждого фиксированного 

и любого найдётся такое число , что в каждый отрезок 

при всех натуральных попадает хотя бы одно из 

чисел , . Искомые непрерывные функции , , определим

равенством , . Тогда в силу предыдущего числовая 

( 1) ( ) 1m k kρ µ  ≥ − + [ ]
1( , )h z km µ −< \ 1F Fk kµ∈ − ( ( ))m mψ µ ∈

1k−

µ∈ 1 ( ) :mϕ ⋅ → 
1( ( ))m mϕ µ ∈

µ Mµ∈
µ \ Mµ∈

1 1( ) mmϕ µ −≥
C


( ( ))m mϕ ⋅ ∈

=C M \ M
2( ( ))m mϕ ⋅ ∈

2 1( ) =1 2/ ( )m mϕ µ ϕ µ+ µ∈
2( ( ))m mϕ µ ∈ Mµ∈ µ∈

\ Mµ∈ .+∞ 23 ( ) 2 1mmϕ µ≤ ≤ +
2 20 ( ) ( ) 21 mmmϕ µ ϕ µ≤ − ≤+ µ∈

2 ( )mϕ ⋅ 2 ( )1mϕ ⋅+ 2 1m −

2 2 2 2( ) = ( ) ( ( ) ( ))1jm mm j mϕ ϕ ϕ ϕ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅+ + j

m 2 m− 2 2 m−⋅ (2 1)2m m−−

3( ( ))m mϕ ⋅ ∈
2( ( ))m mϕ ⋅ ∈

3( ( ))m mϕ µ ∈
Mµ∈ \ Mµ∈ +∞

\ Mµ∈ m∈ ( , )k mµ
1[ 2 , 2 ]mmk k − +−+ + ( , )k k mµ≥

3 ( )mϕ µ m∈ ( )mϕ ⋅ m∈
3( ) = cos( ( ) 2)m mϕ µ πϕ µ µ∈

 

Стало быть, если \ 1F Fk kµ ∈ − , последо-

вательность ( ( ))m mψ µ ∈  стабилизируется 

к числу 1k− .

Положим, µ ∈ . Тогда функции 

любом , где  – целая часть, выполнено неравенство

. Стало быть, если , последовательность 

стабилизируется к числу .

Положим, . Тогда функции положительны и непрерывны и из 

предыдущего легко вытекает, что числовая последовательность не 

возрастает и при любом сходится: причем, если , она стабилизируется к числу, 
обратному некоторому (своему для каждого ) натуральному числу, а если ,

она сходится к нулю и, поскольку , к нулю она не стабилизируется. 

Поэтому для этой последовательности функций ее множество совпадает с
множеством M, а множество точек сходимости – с .

Построим теперь последовательность непрерывных функций, для 

которой множество , а множество точек расходимости совпадает с . Для 

этого сначала рассмотрим неубывающую последовательность 

положительных непрерывных функций, определив их равенством 

, . Вследствие предыдущего числовая последовательность 

при стабилизируется к некоторому (своему для каждого )

нечетному числу, а при сходится к Так как , то 

при всех . Аналогично [8, с. 261 – 262], вставляя 

между функциями и еще функций с дробными индексами: 

, где пробегает арифметическую (свою для 

каждого ) прогрессию , , ..., , и нумеруя первоначальные и 
вставленные функции по порядку натуральными числами, получим новую неубывающую 
последовательность положительных непрерывных функций, которую обозначим через 

. Вследствие отмеченных выше свойств последовательности 

получаем, что числовая последовательность при каждом 

стабилизируется к некоторому нечетному числу, а при сходится к 
, причём, вставленные функции гарантируют, что для каждого фиксированного 

и любого найдётся такое число , что в каждый отрезок 

при всех натуральных попадает хотя бы одно из 

чисел , . Искомые непрерывные функции , , определим
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Положим, . Тогда функции положительны и непрерывны и из 

предыдущего легко вытекает, что числовая последовательность не 
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. Вследствие отмеченных выше свойств последовательности 

получаем, что числовая последовательность при каждом 

стабилизируется к некоторому нечетному числу, а при сходится к 
, причём, вставленные функции гарантируют, что для каждого фиксированного 

и любого найдётся такое число , что в каждый отрезок 

при всех натуральных попадает хотя бы одно из 
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 не 
возрастает и при любом m сходится: причем, 
если Mµ ∈ , она стабилизируется к числу, 
обратному некоторому (своему для каждо-
го m) натуральному числу, а если \ Mµ ∈ , 
она сходится к нулю и, поскольку 

1 1( ) mmϕ µ −≥ , к нулю она не стабилизирует-
ся. Поэтому для этой последовательности 
функций ее множество C  совпадает с мно-
жеством M, а множество точек сходимости – 
с  .

Построим теперь последовательность 

( ( ))m mϕ ⋅ ∈  непрерывных функций, для ко-
торой множество =C M , а множество точек 
расходимости совпадает с \ M . Для этого 
сначала рассмотрим неубывающую после-

довательность 2( ( ))m mϕ ⋅ ∈  положительных 
непрерывных функций, определив их равен-

ством 
2 1( ) =1 2/ ( )m mϕ µ ϕ µ+ , \ Mµ ∈. Вслед-

ствие предыдущего числовая последова-

тельность 
2( ( ))m mϕ µ ∈  при 

Mµ ∈
 стаби-

лизируется к некоторому (своему для 
каждого µ ∈ ) нечетному числу, а при 

\ Mµ ∈  сходится к .+∞  Так как 

23 ( ) 2 1mmϕ µ≤ ≤ + , то
2 20 ( ) ( ) 21 mmmϕ µ ϕ µ≤ − ≤+  при всех µ ∈ . 

Аналогично [8, с. 261–262], вставляя меж­

ду функциями 2 ( )mϕ ⋅  и 
2 ( )1mϕ ⋅+  

еще 2 1m −  
функций с дробными индексами: 

любом , где  – целая часть, выполнено неравенство

. Стало быть, если , последовательность 

стабилизируется к числу .

Положим, . Тогда функции положительны и непрерывны и из 

предыдущего легко вытекает, что числовая последовательность не 

возрастает и при любом сходится: причем, если , она стабилизируется к числу, 
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, . Вследствие предыдущего числовая последовательность 
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, где пробегает арифметическую (свою для 

каждого ) прогрессию , , ..., , и нумеруя первоначальные и 
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последовательность положительных непрерывных функций, которую обозначим через 

. Вследствие отмеченных выше свойств последовательности 

получаем, что числовая последовательность при каждом 

стабилизируется к некоторому нечетному числу, а при сходится к 
, причём, вставленные функции гарантируют, что для каждого фиксированного 

и любого найдётся такое число , что в каждый отрезок 

при всех натуральных попадает хотя бы одно из 

чисел , . Искомые непрерывные функции , , определим

равенством , . Тогда в силу предыдущего числовая 

( 1) ( ) 1m k kρ µ  ≥ − + [ ]
1( , )h z km µ −< \ 1F Fk kµ∈ − ( ( ))m mψ µ ∈
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Mµ∈ \ Mµ∈ +∞
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где j  пробегает арифметическую (свою для 
каждого m ) прогрессию 2 m− , 2 2 m−⋅ , ..., 

(2 1)2m m−− , и нумеруя первоначальные 
и  вставленные функции по порядку нату-
ральными числами, получим новую неубы-
вающую последовательность положитель-
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ных непрерывных функций, которую обозна-

чим через
 

3( ( ))m mϕ ⋅ ∈ . Вследствие 

отмеченных выше свойств последователь-

ности
 

2( ( ))m mϕ ⋅ ∈  получаем, что число-

вая последовательность 
3( ( ))m mϕ µ ∈  

при каждом Mµ ∈  стабилизируется к неко-

торому нечетному числу, а при \ Mµ ∈  
сходится к + ∞, причем вставленные функ-
ции гарантируют, что для каждого фиксиро-

ванного \ Mµ ∈  и любого m∈  найдет-

ся такое число ( , )k mµ , что в каждый отре-

зок 1[ 2 , 2 ]mmk k − +−+ +  при всех 

натуральных ( , )k k mµ≥  попадает хотя бы 

одно из чисел 3 ( )mϕ µ , ∈ . Искомые 

непрерывные функции  

любом , где  – целая часть, выполнено неравенство

. Стало быть, если , последовательность 

стабилизируется к числу .

Положим, . Тогда функции положительны и непрерывны и из 

предыдущего легко вытекает, что числовая последовательность не 

возрастает и при любом сходится: причем, если , она стабилизируется к числу, 
обратному некоторому (своему для каждого ) натуральному числу, а если ,

она сходится к нулю и, поскольку , к нулю она не стабилизируется. 

Поэтому для этой последовательности функций ее множество совпадает с
множеством M, а множество точек сходимости – с .

Построим теперь последовательность непрерывных функций, для 

которой множество , а множество точек расходимости совпадает с . Для 
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при стабилизируется к некоторому (своему для каждого )

нечетному числу, а при сходится к Так как , то 

при всех . Аналогично [8, с. 261 – 262], вставляя 

между функциями и еще функций с дробными индексами: 
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получаем, что числовая последовательность при каждом 

стабилизируется к некоторому нечетному числу, а при сходится к 
, причём, вставленные функции гарантируют, что для каждого фиксированного 

и любого найдётся такое число , что в каждый отрезок 

при всех натуральных попадает хотя бы одно из 

чисел , . Искомые непрерывные функции , , определим

равенством , . Тогда в силу предыдущего числовая 
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1( , )h z km µ −< \ 1F Fk kµ∈ − ( ( ))m mψ µ ∈
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определим равенством

3( ) = cos( ( ) 2)m mϕ µ πϕ µ , \ Mµ ∈ . 
Тогда в силу предыдущего числовая 

последовательность ( ( ))m mϕ µ ∈ , если 

Mµ ∈ , стабилизируется к 0 , а если 

∈ , ее верхний и нижний равны со-
ответственно 1 и 1− . Доказательство по-
следнего факта – такое же, как в [8, с. 262]: 
действительно, поскольку для каждого 

m∈  и любого k ∈ , большего ( , )k mµ , 

в отрезок 1[ 2 , 2 ]m mk k− − ++ +  попадает хотя 

бы одно из чисел 3 ( )mϕ µ , то для таких  K, 

кратных 4, имеем ( ) cos(2 )m
mϕ µ π−≥ , 

а  для k , кратных 2, но не 4, 

( ) cos(2 )m
mϕ µ π−≤ − . Лемма доказана.

Т е о р е м а 2. Для любого семейства (*) 

из nK  множества AS  и ASe  тех μ, при ко-

торых система Aµ< >  этого семейства 
соответственно устойчива и экспоненци-

ально устойчива, являются Fσ -множе-

ствами. Обратно, для любого Fσ -множе-
ства M ⊂   существует семейство (*) 
из Kn, такое, что каждое из множеств SA и 
SeA которого совпадает с множеством M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Для каж-

дой  упорядоченной пары 2( , )k m ∈  
обозначим через E(k, m) множество 

{ : ( ,0) exp( / )}X k k mµµ ∈ ≤ −  , где 

( , )X µ ⋅ ⋅  – матрица Коши системы 

последовательность , если , стабилизируется к , а если 

, ее верхний и нижний равны соответственно 1 и . Доказательство 
последнего факта – такое же, как в [8, с. 262]: действительно, поскольку для каждого 

и любого , большего , в отрезок попадает 

хотя бы одно из чисел , то для таких , кратных 4, имеем , а 

для , кратных 2, но не 4, . Лемма доказана.

Т е о р е м а 2. Для любого семейства из множества и тех , при 

которых система этого семейства соответственно устойчива и экспоненциально 

устойчива, являются -множествами. Обратно, для любого -множества 

существует семейство из , такое, что каждое из множеств и которого 

совпадает с множеством .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Для каждой упорядоченной пары обозначим 

через множество , где – матрица 

Коши системы семейства . Поскольку отображение 

непрерывно ( ), то множество замкнуто. Система семейства 
экспоненциально устойчива (см. последнее неравенство в (1)), если и только если 

. Так как матрица коэффициентов системы равномерно 

ограничена на временн й полуоси, то в последнем неравенстве можно считать [3, 

с. 537]. Поэтому , откуда, в силу замкнутости 

множества для любых ∈2( , )k m , и вытекает, что является -
множеством.

Аналогично, обозначив для каждой упорядоченной пары через 

множество , получаем, что ,

откуда, в силу замкнутости множеств для любых , и вытекает 

принадлежность множества классу . Первая часть теоремы 2 доказана.
2. Для доказательства второй части теоремы 2 зафиксируем согласно лемме какую-

либо последовательность непрерывных функций , такую, что 

множество тех , при которых числовая последовательность 

стабилизируется, совпадает с заданным -множеством . При этом вследствие 

доказательства леммы можно считать, что при стабилизируется к 0, 

если , и что , если . Зафиксируем также какую-нибудь 

последовательность точек временнóй полуоси, удовлетворяющую условиям: 

, при всех и при .

Построим вначале двумерное семейство для которого . Для этого 

построим сначала вспомогательную -матрицу непрерывную по (при 
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 откуда, в силу 

замкнутости множества E(k, m) для любых 
∈2( , )k m , и вытекает, что ASe  является 

Fσ -множеством.
Аналогично, обозначив для каждой упоря­

доченной пары 2( , )k m ∈  через E(k, m) 
множество { : ( ,0) }X k mµµ ∈ ≤  , по-

лучаем, что = ( , )A m k
S F k m

∈ ∈   , от-

куда, в силу замкнутости множеств ( , )F k m  

для любых 2( , )k m ∈ , и вытекает принад-

лежность множества AS  классу Fσ . Первая 
часть теоремы 2 доказана.

2. Для доказательства второй части тео-
ремы 2 зафиксируем согласно лемме какую-
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ством M . При этом вследствие доказатель-

ства леммы можно считать, что ( )mϕ µ  при 

m → +∞ стабилизируется к 0, если Mµ ∈ , 

и что lim ( ) = 1mm
ϕ µ

→+∞
, если \ Mµ ∈ . 

Зафиксируем также какую-нибудь последо-
вательность ( )k kT ∈  точек временнóй полу-

оси, удовлетворяющую условиям: 1 = 0T , 

2 1 2 2 2 1= 1k k k kT T T T+ −− − −  при всех 

k ∈  и 2 2 1/k kT T − → +∞  при k → +∞ .
Построим вначале двумерное семейство 

(*), для которого = =A AS Se M . Для этого 
построим сначала вспомогательную 2 × 2-мат­

рицу 0( , )A t µ , непрерывную по µ  (при лю-
бом = fix 0t ≥ ) и кусочно-непрерывную по  t 

(при любом = fixµ ). Позже мы легко под-
правим ее до нужной непрерывной по сово-
купности переменных матрицы A(t, μ). При 

всех µ ∈  положим: 
0 ( , ) = diag[ 3, 1]A t µ − − ,

если 2 1 2[ , 1)k kt T T−∈ − , k ∈ , 
и

0 ( , ) = diag[2,0]A t µ , 

если 2 2 1( , ]k kt T T +∈ , k ∈ , 
а также

 

0 0 ( ) / 2
( , ) =

( ) / 2 0
k

k
A t

πϕ µ
µ πϕ µ

 
 − 

, 

если 2 2[ 1, ]k kt T T∈ − , k ∈ .

Рассмотрим семейство 

любом ) и кусочно-непрерывную по (при любом ). Позже мы легко 
подправим ее до нужной непрерывной по совокупности переменных матрицы 

При всех положим: , если , , и 

, если , , а также 

, если , .

Рассмотрим семейство и его систему . Если , то 

система экспоненциально устойчива. Действительно, поскольку в этом случае 

на отрезках при всех , начиная с некоторого (своего для каждого 

), матрица тождественно нулевая, то система при всех достаточно 

больших диагональна и оба ее показатели Ляпунова, как легко подсчитать, равны 
. Пусть теперь , и пусть – какая-либо (зависящая от )

последовательность натуральных чисел, для которой . Для упрощения 

записи числа , и при обозначим через , и 

соответственно. Рассмотрим отрезок и решение системы с 

начальным условием . Для этого решения имеем: 

. Так как при матрица 

при , то вектор составляет с вектором угол, 

не больший при всех достаточно больших , например, . Поэтому в силу леммы В. 

М. Миллионщикова (см., напр., [12, с. 90]) .
Поэтому 

, а 

значит, . Стало быть, согласно [3, с. 93, 

100; 13, с. 170] для старшего показателя Ляпунова системы получаем 

оценку: , так как 

при . Следовательно, система при не является 

ни устойчивой, ни экспоненциально устойчивой, а при и устойчивой и 
экспоненциально устойчивой.

Подправим теперь построенную -матрицу до непрерывной по 

совокупности переменных -матрицы , , такой, что для 

любого показатели Ляпунова систем и совпадают, а поэтому 

вследствие установленных выше свойств систем для семейства с этой 

матрицей будем иметь . Обозначим через , и отрезки с 
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и его систему 0Aµ< > . 

Если Mµ ∈ , то система 0Aµ< >  экспо-
ненциально устойчива. Действительно, по-
скольку в этом случае на отрезках 
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диагональна и оба ее показатели Ляпунова, 
как легко подсчитать, равны 1/2− . Пусть те-

перь \ Mµ ∈ , и пусть ( ( ))l lk µ ∈  – ка-
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например, /6π . Поэтому в силу леммы 
В. М. Миллионщикова (см., напр., [12, с. 90]) 

1
3 2 3 2( ) 4 ( ) exp{2( )}l l l l

l lx T x T T T−≥ −    . 
Поэтому

любом ) и кусочно-непрерывную по (при любом ). Позже мы легко 
подправим ее до нужной непрерывной по совокупности переменных матрицы 

При всех положим: , если , , и 

, если , , а также 

, если , .

Рассмотрим семейство и его систему . Если , то 

система экспоненциально устойчива. Действительно, поскольку в этом случае 

на отрезках при всех , начиная с некоторого (своего для каждого 

), матрица тождественно нулевая, то система при всех достаточно 

больших диагональна и оба ее показатели Ляпунова, как легко подсчитать, равны 
. Пусть теперь , и пусть – какая-либо (зависящая от )

последовательность натуральных чисел, для которой . Для упрощения 

записи числа , и при обозначим через , и 

соответственно. Рассмотрим отрезок и решение системы с 

начальным условием . Для этого решения имеем: 

. Так как при матрица 

при , то вектор составляет с вектором угол, 

не больший при всех достаточно больших , например, . Поэтому в силу леммы В. 

М. Миллионщикова (см., напр., [12, с. 90]) .
Поэтому 

, а 

значит, . Стало быть, согласно [3, с. 93, 

100; 13, с. 170] для старшего показателя Ляпунова системы получаем 

оценку: , так как 

при . Следовательно, система при не является 

ни устойчивой, ни экспоненциально устойчивой, а при и устойчивой и 
экспоненциально устойчивой.

Подправим теперь построенную -матрицу до непрерывной по 

совокупности переменных -матрицы , , такой, что для 

любого показатели Ляпунова систем и совпадают, а поэтому 

вследствие установленных выше свойств систем для семейства с этой 

матрицей будем иметь . Обозначим через , и отрезки с 

= fix 0t ≥ t = fixµ
( , ).A t µ

µ∈ 0 ( , ) = diag[ 3, 1]A t µ − − 2 1 2[ , 1)k kt T T−∈ − k∈
0 ( , ) = diag[2,0]A t µ 2 2 1( , ]k kt T T +∈ k∈

0 0 ( ) / 2
( , ) =

( ) / 2 0
k

k
A t

πϕ µ
µ

πϕ µ
 
 − 

2 2[ 1, ]k kt T T∈ − k∈

0d /d = ( , )x t A t xµ 0Aµ< > Mµ∈

0Aµ< >

2 2[ 1, ]k kT T− k Mµ∈
0( , )A t µ 0Aµ< >

t
1/2− \ Mµ∈ ( ( ))l lk µ ∈ µ

( ) ( ) = 1lim lk
l

µϕ µ
→+∞

2 1kT − 2kT 2 1kT + ( )lk k µ= 1
lT 2

lT 3
lT

1 3[ , ]l lT T ( )lx ⋅ 0Aµ< >
T

1( ) = (0,1)l
lx T

T
2 2 1( 1) = (0, exp{ 1})l l l

lx T T T− − + + 2 2[ 1, ]l lt T T∈ −

0 0 0
( , )

0 0
A t µ

 
→ 

 
l →+∞ 2( )l

lx T T(1,0)

l /6π
1

3 2 3 2( ) 4 ( ) exp{2( )}l l l l
l lx T x T T T−≥ −   

1 1
33 1 3 1 1( ) 4 ( ) exp{( 1)/2} 8 (0) exp{ 7 /2 /2}l l l l l l

l lx T x T T T x T T− −≥ − − ≥ − +     

1
3 1 3( ,0) 8 (0) exp{ 7 /2 /2}l l lX T x T Tµ

−≥ − +   

2( )λ µ 0Aµ< >
1 1

2 3 3( ) = lim ln ( ,0) lim ( ) ln ( ,0) 1/2l l
t l

t X t T X Tµ µλ µ − −

→+∞ →+∞
≥ ≥   

1 3/ 0l lT T → l →+∞ 0Aµ< > \ Mµ∈
Mµ∈

2 2× 0( , )A t µ
2 2× ( , )A t µ ( , ) [0, )t µ ∈ +∞ ×

µ∈ 0Aµ< > Aµ< >

0Aµ< > (*)

( , )A ⋅ ⋅ = =A AS Se M 1
k∆

2
k∆

3
k∆

любом ) и кусочно-непрерывную по (при любом ). Позже мы легко 
подправим ее до нужной непрерывной по совокупности переменных матрицы 
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, если , .

Рассмотрим семейство и его систему . Если , то 

система экспоненциально устойчива. Действительно, поскольку в этом случае 

на отрезках при всех , начиная с некоторого (своего для каждого 

), матрица тождественно нулевая, то система при всех достаточно 
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3 1 3( ,0) 8 (0) exp{ 7 /2 /2}l l lX T x T Tµ
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Стало быть, согласно [3, с. 93, 100; 13, 

с. 170] для старшего показателя 2( )λ µ  Ля-

пунова системы 0Aµ< >  получаем оценку: 
1 1
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так как 1 3/ 0l lT T →  при l → +∞ . Следова-

тельно, система 0Aµ< >  при \ Mµ ∈  
не является ни устойчивой, ни экспоненци-

ально устойчивой, а при Mµ ∈  и устойчи-
вой, и экспоненциально устойчивой.

Подправим теперь построенную 2 × 2-мат­

рицу 0( , )A t µ  до непрерывной по совокуп-

ности переменных 2 × 2-матрицы ( , )A t µ , 

( , ) [0, )t µ ∈ +∞ × , такой, что для любого 

µ ∈  показатели Ляпунова систем 

0Aµ< >  и Aµ< >  совпадают, а поэтому 
вследствие установленных выше свойств 

систем 0Aµ< >  для семейства (*)  с этой 

матрицей ( , )A ⋅ ⋅  будем иметь = =A AS Se M . 

Обозначим через 1
k∆ , 2

k∆  и 3
k∆  отрезки 

с  центрами в точках 2 1kT − , 2kT  и 2 1kT +  
соответственно и длины 

2 1| |= 2 exp{ 8 }i k
k kT−

+∆ − , 

k ∈ , {1,2,3}i ∈ . 
Пусть 

3= [ , ]τ τ +∆ i ii
k k k , 

∈k  , {1,2,3}∈i . 

Заменив при всех µ ∈  на каждом от-

резке ∆i
k  матрицу 0 ( , )µA t  матрицей 

( )3 31( , ) =| | ( , )( ) ( , )( )µ τ µ τ τ µ τ+ +−∆ − + + −i i i ii
k k k k kA t A t A t

 

( )3 31( , ) =| | ( , )( ) ( , )( )µ τ µ τ τ µ τ+ +−∆ − + + −i i i ii
k k k k kA t A t A t , 

∈∆i
kt , ∈k  , {1,2,3}∈i , 

а при остальных t, оставив ее без измене-
ний, получим, как легко видеть, непрерыв-
ную по совокупности переменных матрицу 

( , )µA t , ( , ) [0, )µ ∈ +∞ ×t  . Тогда каждую 

систему µ< >A  можно рассматривать как 

систему, возмущающую систему 0µ< >A  
матрицей-возмущением 

0( , ) = ( , ) ( , )µ µ µ−Q t A t A t , [0, )∈ +∞t . 
Поскольку, как очевидно следует из опреде-

ления матриц ( , )⋅ ⋅A  и 0 ( , )⋅ ⋅A , при всех 

( , ) [0, )µ ∈ +∞ ×t   справедливо неравен-

ство ( , ) 3µ ≤Q t  , то

=10
( , ) exp(8 )d 9 2τ µ τ τ

+∞ ∞ −≤ < +∞∑∫ k
kQ 

 

=10
( , ) exp(8 )d 9 2τ µ τ τ

+∞ ∞ −≤ < +∞∑∫ k
kQ  . 

Сходимость этого несобственного инте-
грала, так как коэффициент неправильности 

Ляпунова [12, с. 81] любой системы 0µ< >A , 
как легко оценить, не превосходит 7, означа-
ет в силу теоремы Богданова – Гробмана [14; 
15], что показатели Ляпунова систем 

0µ< >A  и µ< >A  совпадают, а значит, 

= =A AS Se M . Нужное семейство (*)  при 
= 2n  построено.
Для построения семейства (*)  при > 2n  

достаточно к построенному двумерному се-
мейству присоединить 2−n  уравнения 

d /d = −i ix t x , = 3, ,i n . 
Теорема 2 доказана. 
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