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В статье рассмотрена возможность построения математической модели точек контакта трех фаз. Матема-
тическое описание контура капли, поверхности и построение касательной позволяют математически точно 
описать изображения сидячих капель и находить углы смачивания. Полученные результаты позволяют 
использовать предложенный метод, не прибегая к значительным изменениям в экспериментальной, ранее 
известной установке, улучшая точность и воспроизводимость измерений.
Ключевые слова: смачивание, контактный угол, смачивание поверхности, метод математического модели-
рования изображений, погрешность измерений, точки трехфазного контакта.

In the article the possibility of constructing a mathematical model of contact points of three phases is considered. 
The mathematical description of the contour of the drop, the surface, and the construction of the tangent allow us 
to describe mathematically the images of the sessile drops and to find the angles of wetting. The obtained results 
make it possible to use the proposed method without resorting to significant changes in the experimental earlier 
known installations, improving the accuracy and reproducibility of the measurements.
Keywords: wetting, contact angle, wetting of the surface, method of mathematical modeling of images, measure-
ment error, points of three-phase contact.

Явление смачивания или несмачива-
ния очень широко распространено 

в природе, технике, сельском хозяйстве, по-
вседневной жизни и играет важную, а иногда 
определяющую роль в протекании природ-
ных и технологических процессов, например 
в гидрометаллургических процессах, в тех-
нологии процессов соединения различных 
материалов – при пайке, сварке, склеивании, 
в процессах обработки минерального сырья 
с помощью флотации [1–4]. Для оптималь-
ного управления такими процессами необхо-

димо знать закономерности смачивания, ос-
новной характеристикой которого является 
краевой угол смачивания.

Исследование краевых углов смачивания 
позволяет получить информацию о взаимо-
действии твердых тел, жидкости и молекул 
газа или двух несмешивающихся жидкостей. 
В частности, смачиваемость поверхности 
взаимосвязана с характеристиками топогра-
фии поверхности (шероховатость, отноше-
ние полной площади поверхности к проек-
тивной), составом поверхности, межфаз­
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ными взаимодействиями и свободной 
поверхностной энергией [5–6].

В современной науке отводится большое 
значение изучению явления смачивания. Та-
кие задачи входят в перечень приоритетных 
научных исследований на 2016–2020 гг. Важ-
ным является создание простых и точных 
методов диагностики смачиваемости по-
верхности, а также математической интер-
претации полученных результатов.

В представленной статье сделана попыт-
ка математически описать эксперименталь-
но получаемые данные о смачиваемости 
твердых тел методом моделирования конту-
ра капли, касательных к ней, поверхности 
и контактных углов. 

Смачиваемость поверхности изучалась 
на установке по измерению равновесного 
краевого угла смачивания, описанной ранее 
[7–8], проведено математическое моделиро-
вание полученных изображений и интерпре-
тация полученных данных в сравнении с ре-
зультатами прямых измерений. 

Прямые измерения краевого угла. 
Смачивание, адгезия жидкости и ее способ-
ность смачивать твердые поверхности в со-
ответствии с уравнениями

и

характеризуются краевым углом и работой 
адгезии. Эти два важнейших показателя под-
даются непосредственному измерению. 
Один из этих методов предусматривает не-
посредственное измерение краевого угла по 
форме капли, находящейся на пластинке [9]. 
Каплю проецируют на экран, добиваясь мак-
симальной резкости в изображении контура 
капли. При измерении краевого угла таким 
методом необходимо зарисовать по проек-
ции или сфотографировать форму капли. 
На снимке или рисунке проекции капли вруч-
ную проводят касательную в точке пересе-
чения контура капли с подложкой и измеря-
ют угол наклона этой касательной. Возмож-
ная ошибка измерения краевого угла может 
составлять 3–5 %. Краевой угол очень ма-
лых капель измеряют исходя из предполо-
жения, что капля сферична. Это несколько 
повышает точность измерения, хотя и в дан-
ном случае погрешность измерений не ме-
нее 2–3 %.

В нашей работе мы базировались на ме-
тодике, описанной в работе [10]. При прове-
дении эксперимента используется моно-
хромный источник света. Специальное 
устройство формирует каплю и размещает 
на исследуемой поверхности. Образец нахо-
дится на предметном столе, выровненном 
по горизонтали. Камеру устанавливают со-
осно образцу. Система капля/образец стаби-
лизируется с течение 10–15 минут, а потом 
фотографируется. Изображение сохраняет-
ся в формате BMP. В качестве тестовых 

Рисунок 1 – Установка для измерения краевого 
угла смачивания:

1 – исследуемый образец;  
2 – устройство позиционирования образца;  
3 – шприц; 
4 – капля жидкости;  
5 – блок электроники управления;  
6 – цифровая фотокамера;  
7 – источник монохроматического света
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 образцов нами были использованы системы 
Мо/стеклянная подложка, полученные 
осаждением Мо в условиях облучения соб-
ственными ионами.

В нашей работе для определения конту-
ра капли применяли как групповые фильтры, 
так и специально разработанную программу 
Angle, которая фильтрует изображение си-
стемы капля – подложка – воздух таким об-
разом, чтобы выделенной оказалась газовая 
фаза и изображение системы оказалось 
спроецировано на плоскость. 

На поверхность образца 1, закрепленно-
го на подвижном столике наклонно­поворот-
ной платформы 2, с помощью медицинского 
шприца 3 помещается капля бидистиллиро-
ванной воды 4 объемом ~ 0,05 мл. Процесс 
позиционирования образца и выдавливания 
капли производится с применением шаговых 
двигателей помощью блока управления 5. 
Затем, с помощью цифровой фотокамеры 6, 
имеющей выход на компьютер и воз­
можность дистанционного спуска затвора, 
регистрируется изображение капли, под­
свеченной монохроматическим источником 
света 7 (рисунок 1). 

Краевой угол смачивания измеряли по 
углу касательной к поверхности капли с ле-
вой и правой ее сторон, используя компью-
терное моделирование положения касатель-
ной к линии трехфазного контакта по изобра-
жению капли. Эту процедуру повторяли 
10 раз на пяти различных участках поверх-
ности образца. Температура воздуха при вы-
полнении эксперимента была 24 °С и влаж-
ность 75 %. В качестве смачивающей жидко-
сти применяли бидистиллированную воду.

Равновесный краевой угол смачивания 
фиксировали автоматизированно, исключая 
при этом вмешательство оператора измере-
ния, проводили по углу касательной к по-
верхности капли с левой и правой ее сторо-
ны, используя компьютерное моделирова-
ние положения касательной к линии 
трехфазного контакта по изображению кап-
ли. Программа Angle фильтрует изображе-
ние системы капля – подложка – воздух та-

ким образом, чтобы выделенной оказалась 
газовая фаза и изображение системы оказа-
лось спроецировано на плоскость. В обязан-
ности оператора при работе с программой 
Angle входит визуальное определение точки, 
в которую проецируется линия трехфазного 
контакта на плоскости, после чего програм-
ма автоматически строит прямую, которая 
определяет положение поверхности иссле-
дуемого образца, строит касательную к по-
верхности капли и измеряет угол между 
ними. Оценка инструментальной погрешно-
сти измерения и погрешности программного 
обеспечения проводилась согласно методи-
кам, указанным в [11–12]. С учетом возмож-
ных погрешностей в определении реального 
местоположения линии трехфазного контак-
та (ЛТК) после фильтрации ошибка измере-
ний составила 1 %. Эта процедура повторя-
лась на 5 разных участках поверхности 
образ  ца. В результате получали не посред­
ственно измеренное значение РКУС усред-
ненное по 10 измерениям. После этого про-
водили мате матическое моделирование по-
лученных изображений с целью упростить 
и уточнить методику обработки результатов 
измерений.

В нашей работе мы используем группо-
вые фильтры изображений для выделения 
контура капли. После обработки получали 
следующие изображения (рисунок 2).

Для нахождения краевых углов смачива-
ния нами была предпринята попытка смоде-
лировать контур капли. При этом было сде-
лано допущение, что контур капли будет 
представлять собой сегмент эллипса. Тогда 
форму капли можно описать функцией вто-
рого порядка. 

Для этого на обработанном групповыми 
фильтрами изображении с установленной 
границей раздела жидкость – газ выбираем 
6 точек (X1; Y1); (X2;Y2); (X3;Y3); (X4;Y4); (X5;Y5); 
(X6;Y6) для каждого изображения (рисунок 3). 
Выборкой 4 из 6 строим уравнения эллипса, 
которые максимально точно укладываются 
на эти точки, и все полученные уравнения 
усредняем. 

Рисунок 2 – Изображение контура капли  
после обработки
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Решая в программном пакете Maple сис­
тему уравнений вида 

 

( ) ( )− −
+ =

2 2
0 0

2 2

x y
1

x y
a b

,

в выбранных точках находим параметры 
эллип са: координаты центра (x0; y0), боль-
шую (a) и малую полуоси (b). Найдя все эти 
параметры, мы получаем функцию, описы-
вающую контур капли.

После этого определяем по изображению 
точки трехфазного контакта на проекции по-
лученного изображения слева (xa, ya) и справа 
(xb, yb) и по их координатам строим прямую 
(xa, ya)(xb, yb). Несмотря на то, что в наших 
экспериментах поверхность выравни вали по 
горизонтали, для более точного расчета мы 
построили прямую линию, которая описыва-
ет изучаемую поверхность, наклоненную под 
некоторым углом

 

( )−−= − +
− −

.y b a ab a
a

b a b a

y y xy y x y
x x x x

Обычно в экспериментах существуют 
погрешности выравнивания по горизонту. 
Если исследуемая поверхность имеет от-
клонение от горизонтали, то наклон прямой 
поверхности не равен нулю. Мы нашли зна-
чение тангенса угла наклона исследуемой 
поверхности

−=
−1

b a

b a

y yk
x x

.

Как видно, по изображению угол контакта 
можно всегда непосредственно находить 

в такой системе. Мы находили тангенс угла 
между касательной к эллипсу и линией, про-
стирающейся вдоль поверхности образца. 
В точках трехфазного контакта строили ка-
сательные к эллиптической поверхности 
капли:

( )
( )

−
= −

−

2
0

2 2
0

mb x
k

a n y
.

После чего можно найти тангенс угла 
между касательной и прямой, проходящей 
вдоль поверхности образца:

откуда всегда можно найти непосредствен-
но краевой угол смачивания в изучаемой 
системе. В результате мы получаем угол 
контакта как обратную тригонометрическую 
функцию

 
В нашей работе, учитывая предваритель-

ное выравнивание образца, для упрощения 
мы принимали значение тангенса наклона 
исследуемой поверхности k1 = 0. После этого 
определяли по изображению точки трехфаз-
ного контакта на проекции полученного изо-
бражения слева (xa, 0) и справа (xb,0) и по их 
координатам строили прямую, проходящую 
вдоль поверхности. По ее пересечению с эл-
липсом находили точки трехфазного контак-
та (рисунок 4). 

Рисунок 3 – Точки трехфазного контакта 
на проекции полученного изображения и точки 

на проекции поверхности капли

Рисунок 4 – Изображение 
капли с построенной 

 моделью эллипса
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В точках трехфазного контакта строили 
касательные к эллиптической поверхности 
капли по известной формуле:

 

( )
( )

( )
( )

− −
= − + +

− −

2 2
0 0

2 2
0 0

m x m
y n

b x b x m
a n y a n y

всегда можно определить
( )
( )

−
= −

−

2
0

2
0

xb x
k

a y y
.

Тангенс угла наклона между касательной 
к проекции капли и прямой, проходящей 
вдоль поверхности, можно найти по формуле

  
откуда всегда можно найти непосредственно 
краевой угол смачивания в изучаемой систе-
ме. В результате мы получаем значение угла 
контакта обратными тригонометрическими 
функциями

( )
( )

−
= = −

−

2

0

2

0

x
α arctg | K | arctg |

b x

a y y
.

Моделирование углов смачивания 
для реальных материалов. В нашей рабо-
те мы изучали стеклянную поверхность с на-
несенными молибденовыми покрытиями. 
Рассмотрим полную методику расчета.

На рисунке 2 приведено изображение 
капли жидкости на поверхности образца, 
 полученное экспериментально, после обра-
ботки групповыми фильтрами.

Мы выбрали 6 точек для определения 
функцией контура капли (­3.22; 0.41), (­2.55; 
1.06), (­1.47; 1.63), (0.12; 1.82), (1.39; 1.49), 
(­2.39; 0.88). С помощью программы Maple 
получили значение координат 6 точек.

Для определения функцией контура  капли
( ) ( )− −

+ =
2 2

0 0
2 2

x y
1

x y
a b

 

нам надо найти центр эллипса (x0; y0) и боль-
шую (a) и малую (b) полуоси. Было построе-
но 4 уравнения (выборка 4 из 6 точек, кото-
рые максимально точно укладываются на 
эти экспериментальные). Было получено 
9 различных комбинаций (таблица 2), и с по-
мощью пакета Maple были проведены даль-
нейшие расчеты. Поочередно подставляли 
эти значения в полученное ранее уравне-
ние эллипса.

Подставляя значения для первой выбор-
ки (­3.22; 0.41), (­2.55; 1.06), (0.12; 1.82), 
(1.39; 1.49) в уравнение эллипса, получим 
следующие выражения:

( ) ( )− −
+ =

2 2
0 0

2 2

x y
1;

x y
a b

( ) ( )− − −
+ =

2 2
0 0

2 2

3.22 0.41
1;

x y
a b

( ) ( )− − −
+ =

2 2
0 0

2 2

2.55 1.06
1;

x y
a b

( ) ( )− −
+ =

2 2
0 0

2 2

0.12 1.82
1;

x y
a b

( ) ( )− −
+ =

2 2
0 0

2 2

1.39 1.49
1.

x y
a b

Решая полученную систему уравнений, 
используя математические пакеты, мы 
 нашли координаты центра эллипса:

(­0.2165035493; ­1.825740035), 
его большую a = 3.793433360  
и малую b = 3.660169241  
полуоси. 

Таблица 1 – Выборки экспериментальных точек для моделирования

Номер выборки Точка 1 Точка 2 Точка 3 Точка 4
1 (-3.22; 0.41) (-2.55; 1.06) (0.12; 1.82) (1.39; 1.49)
2 (-3.22; 0.41) (-2.55; 1.06) (0.12; 1.82) (-2.39; 0.88)
3 (-3.22; 0.41) (-2.55; 1.06) (1.39; 1.49) (-2.39; 0.88)
4 (-2.55; 1.06) (-1.47; 1.63) (1.39; 1.49) (-2.39; 0.88)
5 (-2.55; 1.06) (-1.47; 1.63) (0.12; 1.82) (1.39; 1.49)
6 (-2.55; 1.06) (-1.47; 1.63) (0.12; 1.82) (-2.39; 0.88)
7 (-3.22; 0.41) (-1.47; 1.63) (0.12; 1.82) (-2.39; 0.88)
8 (-3.22; 0.41) (-1.47; 1.63) (0.12; 1.82) (1.39; 1.49)
9 (-3.22; 0.41) (-1.47; 1.63) (1.39; 1.49) (-2.39; 0.88)
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Это дало возможность получить уравне-
ние эллипса в следующем виде:
( ) ( )+ +

+ =
2 2

2 2

x 0.2165035493 y 1.825740035
1.

3.793433360 3.660169241
Последовательной подставкой оставших-

ся значений выбрали наиболее точно описы-
вающие изображение функции.

В точке пересечения прямой, проходя-
щей вдоль поверхности, и эллипса построи-
ли уравнение касательной к эллиптической 
поверхности капли: 

k 
+ ×= −

× +

2

2
(x 0.2165035493) 3.660169241ê .
3.793433360 (y 1.825740035)

Для нахождения точек пересечения xa, xb 
и оси прямой, проходящей вдоль поверхно-
сти, подставляем ее уравнение в уравнение 
эллипса и получаем

xa = ­3.504308771; xb = 3.071301672.
Подставляя один из (xa; 0), (xb; 0) в урав-

нение касательной к эллиптической поверх-
ности капли, получили:

k = − − + ×
×

( . . ) .
. (

3 504308771 0 2165035493 3 660169241
3 793433360 0

2

2 ++
=

=
1 825740035

1 721664425
. )

. .
То есть tgα = |1.721664425|,  

откуда α = arctg(1.721664425) = 59.2°.
Повторили вышеуказанные шаги, под-

ставляя выбранные точки, которые наибо-
лее точно описывают эллипс, и получили 
таб лицу значений углов смачивания для 
данной системы (таблица 2).

 
Таблица 2 – Полученные моделированием 
углы смачивания для образца, изображения 
которого обработаны групповыми фильтрами

1 2 3 4 5 7 8
59.2 59.8 59.8 61.8 60.1 59.2 59.5

Таблица 3 – Полученные в результате прямых 
измерений углы смачивания для образца 

1 2 3 4 5 7 9
60.4 62 62.6 59.9 58.5 62 60.4

Проделали то же самое и для изобра­
жений, обработанных программой Аngle, 
и  получили среднее значение угла смачива-
ния 60,6°.

Среднее значение краевого угла смачи-
вания для образца 1, полученного модели-
рованием контура капли, 61,5 ± 1,8; погреш-
ность таких измерений 2,9 %. При непосред-
ственных измерениях краевого угла на 
описанной ранее установке в автоматическом 
режиме получили среднее значение 60,60. 
Разница непосредственного измерения и зна­
чения, полученного с помощью предложен-
ной модели, менее 0,90, или 1,5 %. Получен-
ные оценки погрешности позволяют исполь-
зовать предложенную модель для анализа 
экспериментальных изображений для изме-
рения краевых углов смачивания.

Заключение. Проведя анализ изображе-
ний капли, математическое моделирование 
контура капли и краевых углов, были полу-
чены результаты, близкие к результатам пря-
мых измерений, полученных с применением 
ранее описанных методик. Разброс значений 
краевого угла смачивания относительно ме-
дианного значения непосредственных изме-
рений по известной методике не превышает 
2 %, среднее значение погрешности не вы-
ходит за пределы 3,4 %, максимальное зна-
чение погрешности на изученных образцах 
5,6 %, что все равно остается на уровне луч-
ших промышленных образцов измерителей 
краевых углов смачивания.

Полученная при допущении, что контур 
проекции капли можно описать функцией 
второго порядка, математическая модель 
расчетов краевого угла смачивания позволя-
ет получить значения с погрешностью не бо-
лее 5,6 %. При этом разница с результатами 
прямых измерений не превышает 2,9 %. 

Возможность математически точно по-
строить модель смачивания, получая изо-
бражения на уже существующем аппарат-
ном обеспечении, позволяет использовать 
этот метод для определения краевого угла 
смачивания в дальнейшем.Реп
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