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Рассмотрено дифференциальное уравнение первого порядка – уравнение Льенара, являющееся уравне-
нием траекторий для систем, соответствующих уравнениям второго порядка. Путем замены переменной 
оно приведено к уравнению Абеля. Получены необходимые и достаточные условия существования инте-
грирующего множителя достаточно общего вида для уравнения Абеля. Умножение обеих частей диффе-
ренциального уравнения на интегрирующий множитель позволяет привести его к уравнению в полных 
дифференциалах, а значит, проинтегрировать уравнение в квадратурах.
Существование интегрирующего множителя равносильно наличию группы непрерывных преобразований 
переменных, оставляющих инвариантным рассматриваемое уравнение. Такая группа преобразований 
выписывается по известному интегрирующему множителю. По найденной группе можно либо построить 
точное решение данного уравнения, либо по одному известному точному решению построить семейство 
решений дифференциального уравнения.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения Льенара и Абеля, замена переменной, интегрирующий 
множитель, непрерывное преобразование переменных, инвариантное дифференциальное уравнение.

The differential equation of the first order – Lienard equation is considered. By replacing the variable it is trans-
formed to Abel equation. The necessary and sufficient conditions of existence of the integrating multiplier for Abel 
equation are obtained.
The presence of such a multiplier is equivalently to the existence of continuous transformation of variables that 
leaves invariant the equation under consideration.
Keywords: Lienard and Abel differential equations; replacing the variable, integrating multiplier, continuous trans-
formation of variables; invariant differential equation.

Рассмотрим дифференциальное урав-
нение Льенара первого порядка

	     yy f x y g x′ + ( ) + ( ) = 0,  	          (1)
где  f(x) и g(x)  – непрерывно дифферен-
цируемые функции, обеспечивающие су-
ществование и единственность решения 
локальной задачи Коши на некотором 
промежутке. Дифференциальное уравне-
ние Льенара второго порядка описывает 
конкретные физические процессы, изуча-
емые в  теории колебаний и динамических 
систем [1]. Уравнение (1) является урав-
нением траекторий для систем, соответ-
ствующих уравнениям второго порядка.

Выполним в уравнении (1) замену пе-
ременной по формуле 

y x
z x

( ) = ( )
1 ,

где z(x)  – новая неизвестная функция, в 
результате чего получим уравнение 
	  ′ = ( ) + ( )z f x z g x z2 3.             (2)

Если известно частное решение урав-
нения Абеля общего вида 

′ = ( ) + ( ) + ( ) + ( )y a x y a x y a x y a x3
3

2
2

1 0 ,
то уравнение (2) получаем из него с по-
мощью замены переменных [2].

Будем искать интегрирующий множитель 
для уравнения (2) в достаточно общем виде 

 	     µ ϕ
α

x z z xj
j

n
j, ,( ) = + ( )( )

=
∏

1
	           (3)

где ϕ j x( )   – дифференцируемые функции 
переменной х, αj  – постоянные, j n= 1, . 
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Наличие такого множителя эквивалентно 
наличию непрерывного преобразования 
переменных, оставляющего инвариант-
ным рассматриваемое уравнение [3; 4]. 
Для существования интегрирующего мно-
жителя для уравнения (2) необходимо и 
достаточно выполнения условия 

	  

∂
∂

+
∂
∂

( ) + ( )( ) +
+ ( ) + ( )( ) =

µ µ

µ
x z

f x z g x z

zf x z g x

2 3

22 3 0. 	         
 (4)

Рассмотрим сначала простейшие случаи.
1. Случай n = 1. Подставим 

µ ϕ
α

x z z x,( ) = + ( )( )
в тождество (4) с учетом уравнения (2), 
получим тождество

 

2 2

2 3 2

3

2 3

2 3

2

α α αϕ

ϕ

f x z g x z x

z f x z g x zf x x

z g

( ) + ( ) + ′( ) +
+ ( ) + ( ) + ( ) ( ) +
+ xx x( ) ( ) ≡ϕ 0.

Сравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях z, получим систему:

g x

f x g x x

x

x

( ) +( ) =
( ) +( ) − ( ) ( ) =
( ) =
′( ) =













2 3 0

2 1 3 0

0

0

α

α ϕ

ϕ

ϕ

,

,

,

.               

 (5)

Система (5) имеет решение 

α ϕ= − ( ) =3
2

0, x  при условии, что  f(x) = 0 
(тривиальный случай). 

2. Случай n = 2. Подставим 

       µ ϕ ϕ
α β

x z z x z x,( ) = + ( )( ) + ( )( )1 2             (6)
в тождество (4) с учетом уравнения (2), 
получим равенство
α ϕ ϕ

ϕ β

α

β

f x z g x z x z x

z x f x z g x

( ) + ( ) + ′ ( )( ) + ( )( ) ×

× + ( )( ) ( ) +

−2 3
1 1

1

2
2+ (( ) + ′ ( )( ) ×

× + ( )( ) + ( )( ) +

+ ( ) + ( )( ) +
+

−

z x

z x z x

z f x z g x

3
2

1 2

1

2 3

ϕ

ϕ ϕ

α

α β

zz x z x

z x z x

z x

+ ( )( ) + ( )( )( +

+ + ( )( ) + ( )( ) ) +
+ + (

−

−

ϕ ϕ

β ϕ ϕ

ϕ

α β

α β

1

1

2

1 2

1

1 ))( ) + ( )( ) ×

× ( ) + ( )( ) ≡

α β
ϕz x

zf x z g x
2

22 3 0.

  

(7)

Сравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях z в уравнении (7), полу-
чим систему:

g x

f x

g x x x

g x

( ) + +( ) =
( ) +( ) +
( ) ( ) + ( )( ) +

+ ( )

2 2 3 0

2

2

3
2 1

1

α β

α β

αϕ βϕ

ϕ

,

+1

xx x

f x x x

f x x x

( ) + ( )( ) =
( ) ( ) + ( )( ) +

+ ( ) ( ) + ( )( ) +
+

ϕ

αϕ βϕ

ϕ ϕ

2

2 1

1 2

0

2

2

3

,

gg x x x

x x

f x x

x

( ) ( ) ( ) =
′ ( ) + ′ ( ) +

+ ( ) ( ) =
′ ( )

ϕ ϕ

αϕ βϕ

ϕ ϕ

αϕ ϕ

1 2

1 2

1 2

1

0

2 0

,

,

22 1 2 0x x x( ) + ( ) ′ ( ) =























 βϕ ϕ .         

 (8)

Обозначим 
αϕ βϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

1 2 1

1 2 2

1 2

x x u x

x x u x

x x v x

( ) + ( ) = ( )
( ) + ( ) = ( )
( ) ( ) = ( )

,

,

.  
Тогда при условии, что  g x( ) ≠ 0,  из (8) 

получим систему:

           

α β

ϕ ϕα β

+ = −

+ =

− + =

′ + =

⋅ =










3
2

2 0

3 0

2 0

1

1
2

2
2

1

1 2

,

,

,

,

.

f gu

f fgu g v

u fv








                         

(9)

Из системы  (9) имеем:

           

u f
g

u f
g

g
f
f
g

v
f
f
g

1

2

2

2

2
3
8

1
4

= −

= −









′

=









′

















,

,

.
                     

 (10)

Таким образом, для того чтобы уравне-
ние (2) имело интегрирующий множитель 
вида (6), необходимо и достаточно, чтобы 

система (10) при  условиях α β+ = −
3
2   и   

ϕ ϕα β
1 2 1⋅ =  была совместна при некотором 

выборе постоянных  α и β .
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3. Случай  n = 3. Подставим 
µ

ϕ ϕ ϕ
α β γ

x z

z x z x z x

,( ) =
= + ( )( ) + ( )( ) + ( )( )1 2 3         (11)
в тождество (4) с учетом уравнения (2), 
получим равенство
α ϕ ϕ

ϕ ϕ

α

β γ

f x z g x z x z x

z x z x

( ) + ( ) + ′ ( )( ) + ( )( ) ×

× + ( )( ) + ( )( ) +

−2 3
1 1

1

2 3

++ ( ) + ( ) + ′ ( )( ) ×
+ ( )( ) + ( )( ) + ( )( )−

β ϕ

ϕ ϕ ϕ
α β γ

f x z g x z x

z x z x z x

2 3
2

1 2

1

3 ++

+ ( ) + ( ) + ′ ( )( ) + ( )( ) ×

× + ( )( ) + ( )( )

γ ϕ ϕ

ϕ ϕ

α

β γ

f x z g x z x z x

z x z x

2 3
3 1

2 3

−−

−

+

+ ( ) + ( )( ) + ( )( ) ×

× + ( )( ) + ( )( ) +

+

1

2 3
1

1

2 3

z f x z g x z x

z x z x

[α ϕ

ϕ ϕ

α

β γ

ββ ϕ ϕ ϕ

γ ϕ ϕ

α β γ

α β

z x z x z x

z x z x z

+ ( )( ) + ( )( ) + ( )( ) +

+ + ( )( ) + ( )( )

−

1 2

1

3

1 2 ++ ( )( ) �
��
+

+ + ( )( ) + ( )( ) + ( )( ) ×
× ( ) +

−
ϕ

ϕ ϕ ϕ

γ

α β γ

3

1

1 2 3

2 3

x

z x z x z x

zf x z22 �g x( )( ) � �

Сравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях z в последнем уравнении, 
получим систему:

g

f

g

2 2 2 3 0

2 1

2 2 3 1 3 1 2

α β γ

α β γ

αϕ αϕ βϕ βϕ γϕ γϕ

+ + +( ) =
+ + +( ) +

+ + + + + +( ) +
+

,

33 0

2

2

1 2 3

2 3 1 3 1 2

1 2 3

g

f

f

ϕ ϕ ϕ

α ϕ ϕ β ϕ ϕ γ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ +( ) =
+( ) + +( ) + +( )( ) +

+ + +

,

(( ) +
+ + +( ) +
+ + +( ) =

′ + ′

3

2 0
1 2 1 3 2 3

2 3 1 3 1 2

1 2

g

g

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

αϕ ϕ βϕ ϕ γϕ ϕ

αϕ βϕ

,

++ ′ +

+ + +( ) +
+ + +( ) +
+

γϕ

αϕ ϕ βϕ ϕ γϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

3

2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2

1 2

2

2
3

f

f
g 33

1 2 3 2 1 3

3 1 2 1 2 3

1

0

2 0

=

′ +( ) + ′ +( ) +
+ ′ +( ) + =

′

,

,

αϕ ϕ ϕ βϕ ϕ ϕ

γϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

αϕ ϕ

f

22 3 1 2 3 1 2 3 0ϕ βϕ ϕ ϕ γϕ ϕ ϕ+ ′ + ′ =

































 �

(12)

Обозначим 

αϕ βϕ γϕ

ϕ ϕ ϕ

αϕ ϕ

1 2 3 1

1 2 3 2

2

x x x u x

x x x u x

x

( ) + ( ) + ( ) = ( )
( ) + ( ) + ( ) = ( )
( )

,

,

33 1 3

1 2 1

1
2

2
2

3
2

x x x

x x v x

x x x

( ) + ( ) ( ) +
+ ( ) ( ) = ( )
( ) + ( ) + ( ) =

βϕ ϕ

γϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

,

vv x

x x x v x

x x x w x

2

1
2

2
2

3
2

3

1 2 3

( )
( ) + ( ) + ( ) = ( )

( ) ( ) ( ) = ( )

,

,

.

αϕ βϕ γϕ

ϕ ϕ ϕ

Тогда при условии, что g x( ) ≠ 0,   из (12) 
получим систему:

α β γ

α β γ

α β γ

+ + = −

+ +( ) −  + − =

+ +( ) − 

3
2

2 3 0

2
2 1 2

2 1 1

,

,g u u gu f

f u u u ++ +

+ −( ) + =

+ ′ + +

+ −( ) − ′− =

2

3 3 0

2 3

2 3
2

1

2
2

2 2

1 1

2
2

2 2

gu

g u v fu

fv u gw

f u v u

,

00

2
2

0

1

1 2
3

1 2 3

,

.

fw u u v
+ ′ −

′
=

⋅ ⋅ =























ϕ ϕ ϕα β γ

            

 (13)     

Из системы  (13) получим:

u f
g

v u f
g

f
g

fv gw f
g

f
g

f
g

v

1

2
2

2

2

1

2 3

2

2

3 3

2 3
2

2
3

2
3

2

= −

− = −

+ =









′
− +

,

,

33 2 4 0′ +









′
− =




















u f
g

fw .
                       

 (14)

Таким образом, для того чтобы уравне-
ние (2) имело интегрирующий множитель 
вида (11), необходимо и достаточно, что-

бы система (14) при  условиях α β γ+ + = −
3
2   

и ϕ ϕ ϕα β γ
1 2 3 1⋅ ⋅ =   была совместна при не-

котором выборе постоянных  α, β и γ.
4. Общий случай.
Подставив 

Реп
оз

ит
ор

ий
 Б

ГПУ



Весці БДПУ. Серыя 3. 2018. № 418

∂
∂
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∏
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n

j
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=
∏

+
1

α

ϕ

в уравнение (4) с учетом уравнения (2)  
и приравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях z, получим систему:
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


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=
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0

1
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1
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.ϕα

   

 (15)

Таким образом, доказана следующая 
теорема.

Теорема. Для того чтобы уравнение 
(2) допускало интегрирующий множитель 
вида (3), необходимо и достаточно, чтобы 
при некотором выборе постоянных α j ,  
j n= 1, ,  была совместна система (15).

Условия существования интегриру
ющего множителя иного вида для уравне-
ния Абеля исследованы в работе [5].
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