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Статья посвящена поиску новых подходов к структурированию материала каждой темы учебного курса по 
«Теории функций комплексного переменного» (ТФКП). Ставится акцент на разработку строгой системати-
зации материалов и рассмотрение каждого раздела курса как модели. Это подразумевает несколько иной 
подход к разработке учебно-методических материалов с учетом интересов как преподавателей, так и 
профессионального самоопределения студентов. Описывается принцип создания набора параметризиро-
ванных задач по темам «Ряд Лорана» и «Вычисление интегралов от функций комплексного переменного с 
помощью вычетов». Проводится конкретный пример такой параметризации с целью многократного увели-
чения вариативности заданий.

Ключевые слова: теория функций комплексного переменного, база задач, параметризация, модель, струк-
туризация, вычеты.
In the present work new approaches to the structuring of teaching material for the course “Theory of functions of a 
complex variable” is considered. Strict systematization of materials and the evaluation of each section of the 
course as a model is emphasized. This implies a slightly different approach to the development of educational 
materials, taking into account the interests of both teachers and professional self-determination of students. The 
principle of creating of a set of parameterized problems on the topic "Laurent series" and "Calculation of integrals 
of functions of a complex variable by means of residues" is described. A concrete example of such 
parameterization with the purpose of multiple increase in the variability of tasks is given.
Keywords: theory of functions of a complex variable, base of problems, parameterization, model, structuring, 
residues.

Введение. В связи с переходом учреж
дений образования на четырехлет

нее обучение в учебных планах математиче
ских дисциплин произошло значительное 
сокращение аудиторных часов. С другой сто
роны, активное использование ITтехнологий 
и большое количество вычислительных 

средств в открытом доступе существенно 
снижает интерес студентов технических 
и пе дагогических специальностей к изуче
нию математики. В этих условиях требуются 
новые подходы в преподавании всех учеб
ных дисциплин, и особую  актуальность при
обретает проблема формирования и разви
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тия математической культуры студентов. По
этому для обеспечения качества образования 
возникает необходимость в модернизации 
методических систем обучения, в разработ
ке и внедрении в практику учебного процес
са инновационных моделей обучения на ос
нове «методического усовершенствования и 
дидактического реконструирования учебно
го материала» [1, с. 141]. 

Основная часть. «Модель» и «модели
рование» употребляются в различных сфе
рах человеческой деятельности. «Понятие – 
модель обучения мы предлагаем в инстру
ментальном значении как обозначение 
схемы или плана действий педагога при осу
ществлении учебного процесса, ее основу 
составляет преобладающая деятельность 
учащихся, которую организует, выстраивает 
учи тель» [2, с. 215].

Моделирование процесса обучения и по
знавательной деятельности является важ
ным для развития различных профессио
нальных компетенций студентов. Модели 
обучения строятся и используются в практи
ке преподавания по следующим причинам: 
вопервых, они более удобны в качестве за
местителей реального объекта и дают воз
можность в уменьшенном или увеличенном 
виде получить четкое представление об из
учаемом объекте; вовторых, они могут быть 
удобным средством конкретизации изучае
мых теоретических понятий. 

При проектировании модели можно вы
делить следующие этапы [3, с. 147]:

 ● выбор методологических оснований 
для моделирования;

 ● качественное описание предмета ис
следования и постановка задачи;

 ● изучение зависимости между основны
ми элементами объекта, определение его 
параметров и критериев оценки;

 ● выбор методик измерения и исследо
вание валидности модели;

 ● применение модели в педагогическом 
эксперименте и содержательная интерпре
тация результатов.

Таким образом, моделирование является 
универсальным методом и может рассма
триваться с точки зрения своеобразной цели 
обучения, выступая и как содержание, кото
рое должно быть усвоено обучаемыми, и как 
формируемая умственная способность, то 
есть метод познания, которым нужно овла
деть.

Значимость моделирования как метода 
обучения объясняется различными причина

ми. Вопервых, доступность. Она обусловле
на нагляднопрактической основой выполне
ния моделирующих действий и сочетается с 
достаточно высоким теоретическим уровнем 
исследования фактов или явлений. Во
вторых, моделирование является не только 
специфическим методом обучения конкрет
ной дисциплине, но и относительно универ
сальным дидактическим методом. Его при
менение на определенных этапах обучения 
способствует более глубокому освоению 
программного материала по разным учеб
ным дисциплинам и курсам. 

Итак, первый этап процесса моделирова
ния – мысленное конструирование, то есть 
непосредственное построение модели. 
Здесь происходит отбор и систематизация 
учебного материала, определение началь
ного (базового уровня) знаний, формулиру
ются поэтапные требования к усвоению зна
ний, а также критерии оценки умений и навы
ков решения. 

Согласно [4, с. 108], «наличие такой си
стематизации может существенно помочь 
своевременному нахождению полезной ин
формации и умению выделить из нее часть, 
необходимую для достижения той или иной 
поставленной цели, в частности для опти
мального отбора информации, которая 
должна быть сообщена студентам и усвоена 
ими в процессе их обучения в высшем учеб
ном заведении. Это очень сложная задача».

На втором этапе – уже сама модель вы
ступает как самостоятельный объект иссле
дования. Конечным результатом этого этапа 
является анализ структуры, свойств модели 
и их обобщение. 

На третьем этапе моделирования осу
ществляется перенос знаний с модели на 
оригинал, то есть происходит формирование 
знаний об объекте. 

Четвертый этап – практическая проверка 
получаемых с помощью модели знаний, их 
использование для построения более общей 
системы знаний об объекте. 

В материале учебной дисциплины «Тео
рия функций комплексного переменного» 
(ТФКП) аккумулируется аппарат классиче
ских и современных разделов математики. 
Методы ТФКП позволяют глубже раскрыть 
некоторые темы теории функций действи
тельного переменного. Так, решение многих 
задач физики, механики и некоторых разде
лов математики связано с вычислением 
определенных или несобственных интегра
лов. ТФКП предлагает свои способы вычис
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Рисунок 1 – Материал по существенно особой точке
ления таких интегралов, например с помо
щью теории вычетов.

Приведем пример проектирования моде
ли обучения и организации познавательной 
деятельности студентов при рассмотрении 
тем «Ряд Лорана и особые точки однозначно
го характера» и «Теория вычетов», изучение 
которых подводит к центральной проблеме − 
вычисление интегралов. Теоретической ба
зой является содержание лек цийпрезентаций 
и электронного учебнометодического ком
плекса по учебной дисциплине «Теория функ
ций комплексного переменного». 

Решение поставленной проблемы предпо
лагает, вопервых, глубокое прочтение теоре
тического материала; вовторых, грамотное 
его структурирование; втретьих, проекцию 
полученной структуризации на разра баты
ваемые варианты параметризованных ком
плектов заданий и задач тестирования.

Успешности выполнения поставленной 
задачи способствует поэтапная разработка 
различных структурных схем, а также подго
товка иллюстративного и демонстрационного 
материала (мультимедийные презентации). 

Чтобы повысить эффективность лекций 
на основе использования современных ин
формационных технологий и методического 
сопровождения, были разработаны интерак
тивные учебные пособиясправочники в ви де 
презентации в программе Microsoft Office 
PowerPoint в качестве помощи студентам. 
Структура их построения обеспечивает мак
симальную возможность для использования 
гиперссылок. Например, в презентацииспра
вочнике по изолированным особым точкам 
однозначного характера для каждого вида 
особой точки на отдельных слайдах собран 

материал по виду разложения, различным 
формам определения, формулам для вычис
ления, примеру функции (рисунок 1).

Итоговый слайд содержит обобщенные 
справочные материалыформулы по всей 
теме для устранимой особой точки (УОТ), 
полюсу, существенно особой точке (СОТ)
и бесконечно удаленной точке (z0=∞ ) (рису
нок 2).

Современным носителям ITтехнологий 
такие интерактивные методические пособия 
делают обучение более привычным, доступ
ным и интересным. Так как здесь «визуали
зация или наглядность понимается шире, 
чем возможность зрительного восприятия, 
поскольку, воздействуя на органы чувств обу
чаемого, обеспечивает формирование бо
лее полного представления образа или по
нятия, что приводит, вопервых, к более 
проч ному усвоению материала, вовторых, 
развивает эмоциональноценностное отно
шение к полученным знаниям» [5, с. 151].

Важной характеристикой усвоения теоре
тического материала является умение ре
шать  типовые примеры. Полезным стано
вится разработка алгоритмов решений таких 
задач. Их основная цель – научить студен
тов не просто механически применять фор
мулы, а понимать процесс решения. 

Достаточно эффективными методически
ми средствами реализации построения мо
дели обучения учебному курсу являются ин
формационные таблицы, алгоритмические 
предписания или алгоритмы решений для 
учебных задач. Разработка и внедрение 
в учебный процесс указанных средств спо
собствуют углублению понимания не только 
цели задания, но и путей их решения, позво
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Рисунок 2 – Слайд-обобщение
ляют аккумулировать достоинства проблем
ного и объяснительноиллюстративного ме
тодов обучения. Такие таблицы и алгоритмы 
призваны оказать студентам помощь в си
стематизации, запоминании и применении 
знаний.

Отметим, что создание данных алгорит
мов рационально лишь для задач средней 
сложности, требующих репродуктивного или 
частичнопоискового уровней познаватель
ной самостоятельности, решение которых 
возможно по небольшому количеству фор
мул. Для задач, требующих творческого под
хода, визуализированные алгоритмы нераци
ональны, так как существенно усложняются.

Итак, при решении задачи «Вычислить ин
теграл от функции комплексного переменно
го» рекомендуется использовать определен
ную последовательность действий (рисунок 3). 

Анализ расположения изолированных 
особых точек позволяет исследовать об
ласть, где подынтегральная функция являет
ся аналитической. Если область интегриро
вания не содержит особых точек, то интеграл 
равен нулю. В противном случае, рассматри
ваются особые точки внутри области инте
грирования. В некоторых случаях во внеш
ности контура L может быть небольшое чис
ло конечных изолированных особых точек: 
устранимых особых точек (УОТ), полюсов, 
существенно особых точек (СОТ). 

В результате реализации алгоритма, 
представленного на схеме (рисунок 3), при
меняя соответствующие формулы [6, с. 417–
418], вычисляются вычеты (рисунок 4). Да
лее, согласно основной теореме о вычетах 
[6, с. 417], вычисляется интеграл. Однако 

если область интегрирования содержит до
статочно большое количество особых точек, 
рациональнее вычислить интеграл с помо
щью нахождения вычета в бесконечно уда
ленной точке.

В случае УОТ и полюсов проблему вы
числения вычета, как коэффициент С–1  ряда 
Лорана, можно заменить некоторыми более 
практическими формулами и правилами. От
дельно остановимся на случае, когда беско
нечно удаленная точка является УОТ для 
функции. По разложению в ряд Лорана 
в этом случае коэффициент  С–1 можно опре
делить как C-1 0lim= f(z)-C z

z→∞
( )( ) . Очевидно, 

C0 lim= f(z)
z→∞  , то, доопределяя функцию, поло

жим  f = f(z)=C
z

∞( )
→∞
lim 0 . Получаем формулу 

для вычисления вычета z= -¥ УЮТ 
 f(z) : res f = z f - f z =C

z -1∞ ∞( ) ( ) ( )( )
→∞
lim .

В частности, если  z=¥  является нулем 
функции  f(z), то есть  lim (z)=0

z→∞
f , то послед

няя формула для вычисления вычета в бес
конечно удаленной точке принимает вид:  
res f = -z f z =C

z -1∞ ⋅( ) ( )( )
→∞
lim .

Приведенные структурнологические схе
мы (рисунок 3, 4) можно отнести к учебно
методическим материалам нового поколе
ния.

При переходе от решения типовых (стан
дартных) задач к заданиям творческого ха
рактера полезно выделение в условии суще
ственного и второстепенного. Для этого мож
но давать задания студентам самим 
разрабатывать задачи, но в обобщенном па
раметрическом виде. Приведем несложные 
примеры такого рода разработок. 

Итоговый слайд содержит обобщенные справочные материалы-формулы по 

всей теме для устранимой особой точки (УОТ), полюсу, существенно особой точке 

(СОТ), и бесконечно удаленной точке ( ∞=0z ) (рисунок 2).

Рисунок 2 – Слайд-обобщение

Современным носителям IT-технологий такие интерактивные методические 

пособия делают обучение более привычным, доступным и интересным. Так как 

здесь «визуализация или наглядность понимается шире, чем возможность 

зрительного восприятия, поскольку, воздействуя на органы чувств обучаемого, 

обеспечивает формирование более полного представления образа или понятия, что 

приводит, во-первых, к более прочному усвоению материала, во-вторых, развивает 

эмоционально-ценностное отношение к полученным знаниям» [5, с. 151].

Важной характеристикой усвоения теоретического материала является умение

решать типовые примеры. Полезным является разработка алгоритмов решений 

таких задач. Их основная цель – научить студентов не просто механически 

применять формулы, а понимать процесс решения.

Достаточно эффективными методическими средствами реализации построения 

модели обучения учебному курсу являются информационные таблицы, 

алгоритмические предписания или алгоритмы решений для учебных задач. 

Разработка и внедрение в учебный процесс указанных средств способствует 

углублению понимания не только цели задания, но и путей их решения, позволяет 

аккумулировать достоинства проблемного и объяснительно-иллюстративного 
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Рисунок 3 – Схема вычисления контурного интеграла
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Известно, что теорема Коши о вычетах 
[6, с. 417] позволяет свести вычисление ин
теграла по замкнутому контуру к вычисле
нию вычетов подынтегральной функции от
носительно особых точек, расположенных 
внутри данного контура.

Задание 1. Вычислить интеграл  
dz

z -a z +a2 2 2
L ( ) ( )⋅∫ ,

 
где L – неко то рая 

окружность: а) L : x -a + y -a =2a2 2( ) ( ) ; 
б) L : x -a + y+a =2a2 2( ) ( ) .

Решение: а) особыми точками подынте
гральной функции являются   z = a− полюс 
второго порядка,  z = -ai − простой полюс, ко
торые лежат в области, ограниченной кри
вой  L, а точка  z = -ai , которая не лежит в 
области z - a+ ai = 2a( ) . Вычислим вычеты в 
простых полюсах:

res f(a)= d
dz

1
z +a = -2z

z +a a
= - 12a ;

res

z a 2 2 2 2 2 3lim
→









 ( )

ff(ai)= 1
z -a z+ai

= 1
4az ai 2 3lim

→ ( ) ( )⋅
.

 

Тогда по основной теореме о вычетах, 
имеем 

I = 2 i res f(a)+ res f(ai) = 2 i - 12a + 1
4a = - i

2a3 3 3π π π⋅ ⋅( )










..

Задание 2. Вычислить интеграл  
dz

z -a z +a2 2 2
L ( ) ( )⋅∫ ,

, где L – некоторая  

окружность: а) L : x+a + y -a =2a2 2( ) ( ) ; 
б)  L : x+ a + y + a = 2a.2 2( ) ( )

Решение: а) аналогично предыдущему 
примеру:  res f -a = 1

2a3( ) ,  res f ai = - 1
4a3

( ) . По

лучим, что интеграл равен  
I = 2 i 1

2a - 14a = i
2a3 3 3π π⋅









 .

При решении и в результате анализа 
ограничения накладывались на численные 
значения параметров исходя из требований 
существования решения и получения «кра
сивых» результатов вычисления. Составле
ние моделей задач всегда опирается на глу
бину понимания материала, а также часто 
происходит в направлении от ответа к усло
вию. Задавая простой ответ, решение ведет
ся в обратном порядке, позволяя корректно 
формулировать условие через параметры, 
выбор которых обусловлен не только реше
нием задачи вариативности, но и получени

изолированных особых точек: устранимых особых точек (УОТ), полюсов, 

существенно особых точек (СОТ).

В результате реализации алгоритма, представленного на схеме (рисунок 3), 

применяя соответствующие формулы [6, с. 417–418], вычисляются вычеты (рисунок 

4). Далее, согласно основной теореме о вычетах [6, с. 417], вычисляется интеграл. 

Однако если область интегрирования содержит достаточно большое количество 

особых точек, рациональнее вычислить интеграл с помощью нахождения вычета в 

бесконечно удаленной точке.

Рисунок 4 – Схема нахождения вычетов в зависимости от характера особой точки

В случае УОТ и полюсов проблему вычисления вычета, как коэффициент 1−С

ряда Лорана, можно заменить некоторыми более практическими формулами и 

правилами. Отдельно остановимся на случае, когда бесконечно удаленная точка 

является УОТ для функции )(zf . По разложению в ряд Лорана в этом случае 

коэффициент 1−С можно определить как ( )( )zCzfС
z 01 )(lim −=

∞→− . Очевидно, 

УОТ

нетда
₵

УОТ

КРАТНЫЙ

ПРОСТОЙ

Рисунок 4 – Схема нахождения вычетов в зависимости от характера особой точки
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ем не слишком больших числовых коэффи
циентов в условиях заданий и решениях.

Метод параметризации (составления мо
дели задачи) был положен в основу состав
ления базы задач. С одной стороны, это на
боры, дающие как можно более полный ох
ват темы, а с другой – представленные в 
максимально компактном, сжатом виде. Для 
этого задачи разбиваются на группы, каждая 
из которых допускает единое обобщенное 
представление путем введения числовых 
параметров.

На кафедре фундаментальной и при
кладной математики Гродненского государ
ственного университета имени Янки Купалы 
была разработана автоматизированная си
стема [7, с. 225–227], содержащая разрабо
танную базу задач, которая позволяет бы
стро генерировать любое количество разных 

по уровню сложности заданий и получать 
практически неограниченное число вариан
тов.

Заключение. При преподавании курса 
ТФКП, как и при изучении любой другой 
учебной дисциплины, целесообразно, чтобы 
содержание и форма представления учебно
го материала имели информационнопрак
тическую направленность для обеспечения 
высокого уровня самостоятельности учебно
познавательной деятельности студентов. 
Научно и строго методически спроектиро
ванная модель рассматриваемых тем  чита
емого курса представляет собой наиболее 
экономный для студентов способ получения 
в общем виде основ изучаемой информации 
и активизирует мыслительную деятельность 
обучающихся.
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