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В данной работе найдена оценка сверху для распределения комплексных алгебраических числел  фикси-
рованной степени и ограниченной высоты в некоторой полосе малой ширины возле гладкой кривой в про-
странстве  . Основой доказательства является метрическая теорема о том, что целочисленные многоч-
лены и их производные могут принимать малые значения только на множествах K ⊂Ω , мера которых 
не превосходит δ µ0 Ω  при любых  δ0 > 0 . Затем производится оценка количества алгебраических 
точек внутри полосы с помощью разбиения параллелепипедами малой меры.
Ключевые слова: комплексные алгебраические числа, гладкая кривая, алгебраические точки.

The article reveals the upper estimation for distribution of complex algebraic numbers of fixed degree and limited 
height in a certain strip of small width near a smooth contour in space  . The base of the proof is the metric 
theorem about the fact that integral polynomials and their derivatives can take small K ⊂Ω values only on the 
sets the measure δ µ0 Ω of which does not exceed for any δ0 > 0 . The paper gives an assessment of the 
number of algebraic points within the strip with the help of partition with small-measured parallelepipeds.
Keywords: complex algebraic numbers, smooth contour, algebraic points.

Пусть Q>1  – натуральное число и

   
P x = a x + a x + ...+ a x + a ,�

� = n,H = max |
n

n
n-1

n-1
1 0

i

( )
∈ ≤ ≤a , degP (P) 0 i n aa |< Qi .     (1)

Обозначим α α α
1 2 n
, ,...,   – корни 

многочлена P(x). Величина  H(P) называется 
высотой P(x), а величина H(αi)  равна высоте 
ми нимального многочлена алгебраического 
чис ла αi [1] (называется высотой алгебраи­
ческого числа).

Определим множество, содержащее все 
многочлены вида (1):

P (Q) = P z z : degP =n 2,H P Q .n ( )∈ [ ] ≥ ( ) ≤{ }

Пусть
2 < n1 ≤ n.

Пусть f : K →  – непрерывная диф­
ференцируемая функция, заданная на 
области определения  K {z : z = x+ yi,⊂ ∈

x y .∈ ∈[- 1
2
, 1
2
], [- 1

2
, 1
2
]}

Определим множество точек с коорди­
натами, являющимися комплексными сопря­
женными алгебраическими числами ограни­
ченной степени и высоты:

A Cn Q
n H H H P Q

2
1 2

2
1

2 1 2

( ) {( , ) : deg
deg , ( ) ( ) ( ) }.

= ∈ =
= ≤ = = ≤

α α α
α α α

Рассмотрим множество:

M Q K Q

K f cQ
f
n

n( , , ) { ( , ) ( ) :

,| ( ) | }.

γ α α α α

α α γ

= = ∈ ∈

∈ − < −

1 2
2

1

2 1



1      (2)

Покажем, что для любого   Q Q n K f> 0 ( , , )

существует величина   c2 (n, K, f) > 0 такая, 
что выполняется оценка сверху:

# ( , , ) ,M Q K c Qf
n nγ γ≥ + −

2
1               (3)

Реп
оз

ит
ор

ий
 Б

ГПУ



Матэматыка 11

при
  
0 1

2
< <γ

.
Рассмотрим полосу около кривой  f: 

L (Q, ,K)= {(z ,z ) : z
K,| f(z ) - z |< cQ }
f

2

-

γ
γ

1 2 1

1 2 1 .

∈ ∈

∈



                        (4)

Очевидно, что M (Q, ,K) L (Q, ,K)f
n

fγ γ⊂ . Про­
ведем разбиение множества Lf(Q, γ, K)  на 
параллелепипеды 

Π j j

-

{(z ,z ) : z K ,

| f(z ) - z |< c Q }, j { ,t},

∩ ∈ ∈

∈
1 2

2
1

1 2 3 1



γ
                             

(5)

где Пj – параллелепипеды со стороной 
c Q , c = 1

2
c-

3 3 2
γ ,   вписанные в полосу Lf(Q, γ, K), 

а также выполняется условие:

Π j | z - z | ,
| z - z | Ј ,| z - z | =

∩ ≤

≤ ∅

{
}

1 2

2 1 21

δ

δ δ            
             (6)

Пусть множество Kn(Пj, Q)  – это множество 
точек  ( , )α αi j ∈

2 , которые являются корнями   
P P (Q)n∈  и ( , )i j jα α ∈Π .

Теорема 1. Пусть  0 1,2.< < 1
2
, = ,i =i iµ µ γ  

Тогда выполняется неравенство

                     #K ( ,Q) Qn j
n+ - -Π 

1 1µ µ2 .                 (7)

С помощью принципа Дирихле можно 
получить оценку Дирихле для любой точки    
( )z ,z j1 2 ∈Π существует P(z) P (Q)n∈  такое, что

| P(z ) |< c Q
|P(z ) |< c Q ,

v v

,

+ = n - ,

-v

-v
1

2

1 2

4

4

1

2

3
2













при подходящем c4, зависящем только от n 
[4]. Пусть Ln Q( )  – множество ( ) x >z , z ,j1 2 ∈Π δ ,  
для которого справедлива система нера­
венств 

          

| P(z ) |< c Q

|P(z ) |< c Q

v v

min(| P (z ) |,P (z

,

,

+ = n - ,

-v

-v

1

1 1

2 1
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2

3
2

′ ′ 22 ) |) Q, > .≤













 δ δ0 0 0

        

(8)

Также ввиду условия разделенности (6) 
выполняется условие:

| P(z ) |>Qi

5
8 .

Теорема 2. Пусть  Ln Q( )  – множество, 
для которого система неравенств (8) 
имеет решение  P z P (Q)n( )∈ . Тогда спра-
ведлива оценка

  µ µLn jQ( ) < 1
2

Π .     (9)

Доказательство теоремы 2. Из условия 
разделенности точек (6) следует, что 
множество  Ln Q( )  содержится в объединении 
параллелепипедов 

σ αP
P P (Q)

( ),
n∈


где

σ α

α α

P j

i 0i 5
-vi

0i
-1

( ) = {z :

:| z - |< c Q |P'( ) | , i

∈

∈

Π

{1,2}}.              (10)

Тогда для меры множества  Ln Q( )  выпол­
няется оценка

µ µ σ α σ αµLn
P P Q P P QP P

n n

Q( ) ≤ ≤ ∑
∈ ∈

( ) ( )
( ) ( )

.


Рассмотрим расширенные парал леле­
пипеды
σ α α α' ( ) = {x :| x - |< c Q | P'( ) | ,

i { }},v` =
(n

P j i 1i 6
-v`

1i
-1

i

i∈

∈

Π

1,2
-1 11
- 1
)

n
vi .  

(11)

Очевидно, что меры параллелепипедов   
σ αP ( )   и σ α' ( )P   связаны неравенствами

  

µσ α

µσ α µσ α
P

(v` -v )
i=1

2

P
n -n

P

( ) c c Q

' ( ) c c Q ' ( ).

i i

≤
∑

≤
5
2
6
-2

5
2
6
-2 1

           (12)

Рассмотрим  n1 = 3. Зафиксируем вектор   
b a a a a a an n n n n= =− + −( ' , ' ,..., ' ) ( ' , ' ,..., ' )1 1 1 1 4 и рас­
смотрим класс многочленов с фиксиро­
ванными коэффициентами  b  

T (b)= {P +
+ + }.

P (Q) : P = a' x + a' x
a x ...+ a
n 4

4

3
3

n n
n

0

∈

 
Очевидно, что

   #{b} ≤  c7Qn­3
 

(13)
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Далее будем рассматривать многочлены  
P T (b)n∈ . Пусть P ,P T (b)1 2 n∈  и P1 ≠ P2. 
Рассмотрим случай, когда для любого парал­
лелепипеда σ α' ( )P2 2   выполняется нера­
венство

 µ σ α σ α µσ α( ' ( ) ' ( )) ' ( ).
P P P
1

2 11 2 1
1
2

 <    (14)

Такие параллелепипеды  σ α' ( )P1 1  назы­
ваются существенным. Из неравенства (14) 
следует, что большая часть паралле­
лепипеда  σ α' ( )P1 1  свободна от то чек, при­
надлежащих другим паралле лепи педам. 
Поэто му справедлива оценка 

 
µσ α µ' ( )

( )
.P

P T b
j

n∈
∑ ≤ 2 Π

         
(15)

Из неравенств (12), (13), (15) следует 

µσ α µσ α

µ

P
P T bb

n
P

P T bb

j

c c Q
n

( ) ' ( )

.

( ) ( )∈

− −

∈
∑∑ ≤ ∑∑ ≤

≤

n
5
2
6
2 3

1
4

Π
     

 (16)

Рассмотрим случай несущественных 
параллелепипедов. В случае если парал­
лелепипед  σ α' ( )P1 1  несущественный, то 
сущест вует параллелепипед   такой, что 
выпол няется неравенство

 
µ σ α σ α µσ α( ' ( ) ' ( )) ' ( ).

P P P
1

2 11 2 1
1
2

 >

Рассмотрим разложение в ряд Тейлора 
многочленов   P1 и  P2 на      σ α σ α' , ( ) ' , ( ),

P i P ii i1
1

2
2   

i∈{ , }1 2

P (z )= P ( )+ P'( )(z - )+ ...+

+ 1
n!
P ( )(z - )

j j j ji j ji i ji

j
(n)

ji i ji

α α α

α α nn , j = {1,2}.
           

(17)

Из определения параллелепипеда  (10) 
следует неравенство

                  | P ( )(z - ) c Q .j' ji i ji 5
-v ìα α ≤              (18)

Оценим   | P'( ) |iα  

| '( ) | | | | | ( )

`

P a c

c c

i n i j
i j n

n

n v

α α α= −∏ ≥ ≥

≥ ≥

< ≠ ≤

− −

−
−
+ −

1
7

1

7

1
2

1
2

7

Q

Q Q
ii
2

1
2

+
.         (19)

Используя неравенство (19),  получим 
оценку остальных слагаемых системы (17)

|
!
( )( ) | `

(
`

)

`

1 1
8

2
1
2

8

k
P k x C c

C c

j i i
k

n
k kv k k

v i

n
k k v i

i− ≤ ⋅ ≤

≤ ⋅

− −

−

α Q Q

Q ..
       (20)

Из неравенств (18) и (20) имеем

  
| ( ) | .`P z c Qj i

v i≤ −
9             (21)

Из неравенства (21) следует система 
неравенств [3]

         

max(| | | |)

, { , }.

,
`

z z c

c j

j
v

n v

j
j

j

1 1

1

2 2 5

92 1 2

− − < <

< =

−

− −

α α Q

Q
     

  (22)

Произвольную точку ( , )z z j1 2 ∈Π   можно 
представить в виде

  

z u Q

z u Q

1 1 1
-v 1̀

2 2 2
-v`2

i

= +

= +

,| | 1.
θ

θ

θ









≤

             

(23)

Используя систему равенств (23), 
получим

| P (u ) |=| a (z - Q ) + a (z - Q ) +
+a | .

j i n i i
-v ì n

n-1 i i
-v ì n-1

0

θ θ ⋅ ⋅ ⋅

Раскрывая скобки и группируя члены, 
имеем оценку
| P (u ) |<| P (z ) |+ | a ( Q ) |+ | aj i j i n z i

- k
n-1 zi

n-1-k

k=1

v ì
i
n-k

k=1

n

∑ θ
nn-1

i
- k

n-1 zi
n-1-k

k=1

n-1

i
- k

1

v ì

v ì

( Q ) |+ |

|+ | a ( Q ) |+ + | a

∑

∑ ⋅⋅ ⋅

θ

θ θθi - v`iQ | .

Не ограничивая общности [3, c. 19], 
можно считать

 0 i n≤ ≤ i n 1 2 1| a |= a > 0,max(v` ,v` ) = v` .max
 

Тогда из неравенства (21) следует оценка

max(| P (u ) |, | P (u ) |) < c (Q + a Q ).j 1 j
-v 1̀

n
-v 1̀

2 10     (24)

Если a >Qn
v1̀ ,  то оценку (24) можно 

записать в виде

         
max(| P (u ) |,| P (u ) |) < c a Q .j 1 j n

-v 1̀
2 11         (25)

Рассмотрим многочлен 2 1R(x) = P (x) - P (x),  
≤ 1degR(x) n = 3.Из условия (25) следует, что 

для него выполняется следующая система 
неравенств

        

R u < a - a u + ...+ - a

< 2c a Q

a

, i {1,2}.

i 23 13 i
3

20 10

-v 1̀
12 3

( ) ( ) ( ) <

∈     (26)
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Матэматыка 13

Обозначим s = - a , j {0,...,3}aj 2j 1j( ) ∈ . Оче­
видно равенство | R(z) |=|R(z) |, z∈ , в кото­
ром  z  комплексно сопряжено с z . В та ком 
случае систему неравенств (26) мож но запи­
сать в виде

R u < s u + ...+ s < 2c a Q

R u < s u + ...+ s < 2c a

,1 n1 1
3

0 n1

-v 1̀

2 n1

3
0

12

2 12

( )

( ) nn1

-v 1̀

1 n1 1
3

0 n1

-v 1̀

n1 1
3

12

2

Q

R u < s u + ...+ s < 2c a Q

R u < s u + ...

,

,( )

( ) ++ s < 2c a Q .0 n1

-v 1̀
12
















      

 (27)

Обозначим через |V(u ,u ) |1 2  – опре де­
литель матрицы системы (27). 

  
Определитель |V(u ,u ) |1 2   является опре­

делителем Вандермонда матрицы размера 
n1. Следовательно, учитывая условие (5), 
имеем

 |V(u ,u ,...,u ) |> .1 2 1
3(3-1)

s+l δ           (28)

 Из системы (27) с помощью формулы 
Крамера получим оценки 

           
si

i= <
∆

V(u ,u
c a Q

1 2
3

-v 1̀
13)

.

                  
(29)

Из оценки (29) следует, что количество 
векторов s = (s ,s ,s ,s )3 2 1 0   не превосходит 
2c a Q9

-3v 1̀
3 . Тогда справедливо неравенство

                 
µL3 14

1 3 1Q Q( )∑ < − −

s

vc ` .
                (30)

Из неравенства (30) можно посчитать 
сумму мер по  П  

      

µσ α

µ µ

P
P Tn bb

s
j

v vc

( )

.

( )

` ... `

∈

− − + +( )

∑∑ ≤

≤ ( ) <∑∑ <L3 15
1 1 1 1

4
Q Q

Π
Π

           
(31)

Очевидно включение

                        Ln Q( ) ⊂ ∪σ σ1 2 ,                   (32)

где  σ1, σ2,  – объединения всех существенных 
и не существенных областей σ α' ( )P1 1 . 
Следовательно, из неравенств (16) и (32) 
следует оценка

          
µ µ µ µLn j j jQ( ) ≤ + =

1
4

1
4

1
2

Π Π Π ,
        

(33)

что совпадает с утверждением теоремы.
Доказательство теоремы 1. Рассмот­

рим множество  L L′ ( ) = ′ ( )n j nQ QΠ / .  Из 
теоремы 1 следует оценка

  
µ µL′ ( ) >n jQ 3

4
Π .

     
      (34)

На множестве  L′ ( )n Q  выполняется 
условие 

min(| P (x ) |,| P (x ) |) > Q, > 0.1 2 0 0′ ′ δ δ

С  помощью принципа Дирихле  можно 

показать, что для любой точки x n∈ ′ ( )L Q   су­
ществует многочлен P Pn∈ ( )Q , удовлетво­
ряющий системе неравенств 

| P(x ) |< c Q

|P(x ) |< c Q

v v

(| P (x ) |,|

,

,

+ = n - 3
2
,

1 16
-v1

16
-v2

1

1

2

2

min ′ ′PP (x ) |) > Q, > 0.2 0 0δ δ














            

(35)

Рассмотрим систему алгебраических то­
чек α1...α2. Каждой из этих точек с помо щью 
системы неравенств (35) поставим в соот­
ветст вие параллелепипеды 

      

σ α α

δ
µ

( ) { :| |

, { , }}.

j i ji

n
i vi

jx x

c i

= ∈ − <

< ∈− − + −

Π

2 1 21
16 0

1
2Q

       
    (36)

 
Очевидно, выполняется условие 

  
L′ ( ) ⊂

=
n j

j

t
Q σ α( ).

1


           
  (37)

Тогда из оценок (34), (36), (37) следуют 
неравенства

    

3
4 1

17
2 2 2

17
11 2 1 2

µ µ σ α

µ µ

Π j n j
j

t

v v ntc tc

< ( ) ≤ ∑ ≤

≤ ≤

′

=

− + + − − − − +

L Q

Q Q

( )

µµ µ1 2+ ,           (38)

из которых получаем оценку
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t c Q .18
n+1- -

j
1 2≥ µ µ

µΠ  

Теорема доказана.

Теорема 3. Существует по меньшей 
мере c Q2

n+1-γ   алгебраических точек  
( , ) L (Q, ,K)1 2 fα α γ∈

.

Доказательство теоремы 3. Рассмот­
рим параллелепипеды  Пj  из определения 
(5), покрывающие область  I. По теореме 1 
в каждом из таких параллелепипедов содер­
жится не менее  c Q1

n+1-2
j

γ µΠ . Тогда спра вед­
лива оценка
#M (Q, ,I) = #L (Q, , I) (Q)> c Q .f

n
f 19

n+1-γ γ γ∩n
2

Теорема доказана.
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