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Сістэма дыферэнцыяльных раўнанняў у частковых вытворных рэдуцыравана да кананічнага выгляду 
і  атрымана агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання ў фармальных вытворных, эквівалентнага 
адпаведнай кананічнай сістэме.
Ключавыя словы: манагеннасць у сэнсе У. С. Фёдарава, фармальныя вытворныя, сістэма дыферэнцыяль-
ных раўнанняў у частковых вытворных, дыферэнцыяльнае раўнанне ў фармальных вытворных.

The system of partial differential equations is reduced to the canonical form and a general solution of the differen-
tial equation in formal derivatives equivalent to the corresponding canonical system is obtained.
Keywords: monogenic in the sense of V. S. Fedorov, formal derivatives, system of differential equations in the 
partial derivatives, differential equation in the formal derivatives.

Уводзіны. У шэрагу прац [1–6] выка­
рыстоўваліся спецыяльныя дыферэн­

цыяльныя аператары (фармальныя вытвор­
ныя) [7] для прывядзення да кананічнага вы­
гляду сістэм дыферэнцыяльных раўнанняў 
у частковых вытворных.

У дадзенай працы разглядаецца наступ­
ная сістэма дыферэнцыяльных раўнанняў:
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(1)

дзе  B ,M ,N ,F ,E ,C u,vk i i i i i ( ) − вядомыя (шука­
ныя) функцыі класа  A G k i* ; =1,...4; =1,2( ) .

Праз A G*( )   заўсёды абазначаем клас 
усіх аналітычных функцый (наогул камплекс­
ных) ад рэчаісных зменных  x, y у некаторым 
адназвязным абсягу G, які змяшчае пачатак 
каардынат.

Ніжэй намі ўстаноўлена, што дадзеную 
сістэму дыферэнцыяльных раўнанняў у част­
ковых вытворных (1) таксама можна кана­
нізаваць, выкарыстоўваючы фармальныя вы­
творныя.

Асноўная частка. Вырашаем наступ­
ную задачу: маючы сістэму выгляду (1), знай­
сці неабходную і дастатковую ўмовы, пры 
якіх існуюць такія функцыі  
p x,y ,q x,y A* G( ) ( )∈ ( ),  што сістэма (1) пры­
водзіцца да выгляду:
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(2)

дзе  f, φ – лінейныя функцыі ад u, v  з каэфі­
цыентамі класа A*(G); ak, bk, cj (k = 1; ...φ; 
j  =  1,2)  − вядомыя функцыі таго ж класа,  

а 
¶
¶
f
p   і 

¶
¶
f
q   – дыферэнцыяльныя аператары 

(фармальныя вытворныя), якія вызначаюц­
ца роўнасцямі
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≠
p p
q q

0.x y

x y

Сістэма (2), згодна з (3), можа быць за­
пісана, відавочна, у выглядзе
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(4)

дзе
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З (5´) атрымліваем:

		

′ ′ ′

′ ′ ′








p = Aq + A q ,

p = A q + A q ,
x x y

y x y

1 2

3 4 		
(6)

 		

A p + A p

A p + A p .
x y

x y

1 2

3 4

= 0,

= 0

′ ′

′ ′






 		

(7)

Перапішам роўнасці (6) і (7) у выглядзе 
сістэмы
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Для вырашальнасці сістэмы (8) адносна    
′ ′ ′ ′ ≠( )p ,p ,q ,q 0x y x y δ неабходна мець

		

-1 0
0 -1

0 0
0 0

= 0
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Пасля вылічэння дэтэрмінанта з улікам, 
што A A1 4= - , атрымаем

 

A A
A A
1 2

3 4

= 0.

Тэарэма 1. Неабходная ўмова прывя­
дзення сістэмы (4) да сістэмы (2) з тымі ж 
невядомымі функцыямі заключаецца ў тым, 
што

 	
A A

A A
A A1 4
1 2

3 4

= - , = 0.
             

(10)

Няхай цяпер дадзена сістэма (4), у якой   
A ,T , , ,Q ,K k jk j j j j jΘ Φ =1,...4; =1,2( )  такія функ­
цыі класа A*(G), што выконваецца ў  G умова 
(10). Даследуем магчымасць прывядзення 
такой сістэмы (4) да выгляду (2).

Для вырашэння гэтай задачы здзейснім 
наступнае.

Складзем сістэму (6) з невядомымі 
функцыямі  p, q і знойдзем функцыю  
q x,y A* G( )∈ ( )  як якое-небудзь частковае ра­
шэнне раўнання

          
∂
∂

′ ′( ) ∂
∂

′ ′( )
x
A q + A q =

y
Aq + A qx y x y3 4 1 2 ,          (11)

якое ўзнікла як умова інтэгравальнасці 
сістэмы (6).

Разгледзім больш падрабязна раўнан­
не (11).

Каэфіцыенты раўнання задавальняюць 
умове (10).

Разгледзім некаторыя выпадкі, якія мо­
гуць сустрэцца пры рашэнні раўнання (11).

1º.  A 03 ¹ . Тады раўнанне (11) прыводзіц­
ца да выгляду

                ′′ ′ ′ ′′ ′′( )q = f x,y,q ,q ,q ,qxx x y xy yy ,          (12)
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у некаторым абсягу  G G0 Ì  (для пэў­
насці  лічым, што пункт 0,0 0( )∈G ;  
f x,y,q ,q ,q ,q A* Gx y xy yy′ ′ ′′ ′′( )∈ ( )0 ).

Раўнанне (12) – гэта раўнанне Кашы – 
Кавалеўскай. Зададзім пачатковыя ўмовы 

 
q = y ,q = y ,
x= 1 x x=0 20

ψ ψ( ) ′ ( )

дзе  ψ ψ1 2y , y( ) ( )  − аналітычныя функцыі ад y .
Разгледзім δ= p q - p qx y y x′ ′ ′ ′ . Падставіўшы за­

мест ¢px   і  ¢py  правыя часткі раўнанняў сістэмы 
(6) і ўлічваючы ўмовы (10), атрымаем 
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(верхні індэкс 0 абазначае значэнне функцыі 
пры x y= = 0 ). Таму можам лічыць (пры на­
лежным падборы  ′( ) ′( )q q qx

0
y

0 0, , )  δ0 0≠ , а 
таму знойдзецца такое наваколле пачатку 
каардынат, у якім δ0 0≠ . Толькі гэтае нава­
колле і будзем у далейшым разглядаць як 
абсяг змянення зменных  x, y.

2º. A 02 ¹ . Тады раўнанне (11) прыводзіцца 
да выгляду

′′ ′ ′ ′′ ′′( )q = f x,y,q ,q ,q ,qyy x y xy xx

у некаторым абсягу G G0 Ì  .
У другім выпадку мы аналагічна знойдзем 

такую функцыю q x,y( )   і такі абсяг, у якім  
δ0 0≠ .

Знайшоўшы  q, знойдзем  p  з (6). Такім 
чынам, знойдзены функцыі  p  і  q, для якіх  
δ0 0≠ .

Зараз знаходзім   a ,b ,c k = ; j =k k j 1,...,4 1,2( )
з (5). Сістэмы (5) вызначаныя, бо  δ0 0≠ . Па­
кажам, што   A1, A2, A3 выражаюцца праз 
функцыі   p  і  q  па формулах (5´). 

Сапраўды, маем:
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гэта значыць
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p = (A q + A q ) = -A (A (q ) +

+ Aq q - A (q ) )= -A
y x y y

2

x y x

2
3 4

2
3 2

1 3
22 33δ,

гэта значыць

 
A = -

(p )
.y

3

2′

δ

Такім чынам, для каэфіцыентаў   атрымалі 
выразы (5´).

Тэарэма 2. Сістэма (4) прыводзіцца да 
сістэмы (2) кожны раз, калі выконваецца 
ўмова (10).

Вылучым умовы пераўтварэння сістэмы 
(1) у сістэму (4).

Тэарэма 3. Сістэма (1) прыводзіцца да 
сістэмы (4) лінейнай падстаноўкай

  u = f + ,v =σϕ ϕ  

кожны раз, калі D= s2 , дзе  

s= B + B ,D =
B B
B B

1 4 1 2

3 42
.

Доказ. Мяркуем у дадзенай сістэме (1)  
u = f + ,v = .σϕ ϕ  Тады сістэма (1) прыме на­
ступны выгляд:
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2-
-
=D - = 0,

s
s

s

бо, згодна з умовай,  D= s2 . 
Далей,  B B1 4- + - = 0s s . Такім чынам, 

сістэма (1) прыводзіцца да сістэмы (4), дзе 

A A
A A
A A1 4
1 2

3 4

= - , = 0.
 

Разгледзім далей выкарыстанне дуаль­
ных функцый, манагенных у сэнсе У. С. Фё­
дарава (F-манагенных) [8], для пабудовы 
рашэнняў сістэмы дыферэнцыяльных 
раўнанняў у фармальных вытворных
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(13)

дзе   a ,b ,c k i = f,k k i =1,...,4; 1,2( )( )ϕ − вядомыя 
(шуканыя) камплексныя функцыі ад  x, y. Усе 
функцыі, якія разглядаюцца далей, мяркуюц­
ца непарыўна дыферэнцавальнымі функ­
цыямі рэчаісных зменных   у некаторым ад­
назвязным абсягу  D. Усюды праз   p(x, y), 
q(x, y) абазначаем дзве такія камплексныя 
функцыі, для якіх   δ= p q - p q 0x y y x′ ′ ′ ′ ≠  у разгля­

даемым абсягу. Аператары  ¶
¶q

 и  ¶
¶p

 вызна­
чаюцца роўнасцямі (3).

Для любой дуальнай непарыўна дыфе­
рэнцавальнай функцыі   F(x, y)  уводзім на­
ступныя дыферэнцыяльныя аператары:

              
∂
∂

∂
∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

F
P
= F

p
F
Q
= F

q
- F

p
, ε

            (14)

              
P = p+ q,Q= q, = 02ε ε( ).

Лёгка даказаць, што для гэтых аператараў 
маюць месца звычайныя правілы дыферэн­
цавання сумы, здабытку і дзелі. Акрамя гэта­
га, маем:

                

∂( )
∂

∂
∂

∂
∂
∂
∂











f +
Q

= f
q
- f

p
-
q

εϕ
ε

ϕ .
        

(15)

Тэарэма 4. У выпадку

                               b = b = b = c = 0,2 3 4 2               (16)

                            
b = -a ,a = - c1 3 4

1

2                      (17)

сістэма (13) прыводзіцца да раўнання

	  	
¶
¶
F
Q
= AF+ BF2, 		            (18)

дзе
F = f + ,A= a - a ,B= a - a , = 0.3 1 4 2

2εϕ ε ε ε

Доказ. На падставе азначэння дыферэн­
цыяльных аператараў (14) і з (13) маем

∂
∂
F
Q
= a f + a f - a f - a f - b - c f .3 4

2
1 2

2
1 1ε ε ε ϕ ε ϕ

 

Адсюль, улічваючы роўнасці (16) і (17), 
атрымліваем раўнанне (18).

Тэарэма даказаная.
Знойдзем агульнае рашэнне раўнання (18)

 
¶
¶
F
Q
= AF+ BF ,2

дзе F − невядомая дуальная функцыя, A, B − 
вядомыя дуальныя функцыі, прычым лічым, 
што  A і  B − манагенныя ў сэнсе У. С. Фёда­
рава функцыі па функцыі  Q = q у абсягу  D.

Мяркуем 

 
u = AdQ,F -u = v.

M

M

0

∫ ( )exp

Пры гэтым маем: u  − манагенная ў сэнсе 
У. С. Фёдарава функцыя па функцыі  Q:

		  du
dQ

= u
Q
= A,¶

¶
	 	            (19)

дзе  
du
dQ  − вытворная ў сэнсе У. С. Фёдарава;

 F = u vexp( ) .

Раўнанне (18) прыме выгляд

∂
∂

( ) ∂
∂

( ) ∂
∂

( ) ( )

F
Q
= u u

Q
v+ u v

Q
=

= A u v + B u v ,

exp exp

exp exp 2 2

адкуль і з (19) атрымаем

		
∂
∂

( )v
Q
= B u v .exp 2

	 (20)

Мяркуючы  w= -
v
1 ,  маем  

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂
∂

ω ω
Q
=

v
Q
v

, v
Q
= v

Q2
2 .  З роўнасці (20) атры­

маем

		
∂
∂

( )ω
Q
= exp uB .

		
(21)

Згодна з азначэннем  f = u = u
k!

k

k=
exp

0
( )

∞

∑ ,  
адкуль

 

∆ ∆ ∆ ∆

∆

f = u - = u+ u + ...

u = u M - u M

expu expu 1 expu 2( ) ( )( )
′( ) ( )( )

З апошняй роўнасці вынікае: калі  − мана­
генная ў сэнсе У. С. Фёдарава функцыя па 
функцыі  Q, тады  expu − таксама манаген­
ная функцыя па  Q у абсягу D, прычым 
∂( )
∂

∂
∂

expu
Q

= exp u
Q

u
 .

Такім чынам,  Bexpu ёсць функцыя, мана­
генная ў сэнсе У. С. Фёдарава па функцыі Q  
у абсягу D . 
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З (21) атрымаем  
∂
∂

( )










∫Q
- Be u dQ = 0
M

M

0

ω xp , 

гэта значыць, што 
 
ω - u dQ=

M

M

0

Bexp [P]( )∫ Φ , дзе

 Ф[Р]− манагенная па  Р у абсягу  D функцыя.
Такім чынам,  F = u vexp( )⋅ , дзе 

u = AdQ,v = - 1 , = B u dQ+ ,
M

M

M

M

00

exp [P]∫ ∫ ( )
ω
ω Φ

 
 Ф[Р] − 

манагенная ў абсягу D  па функцыі  Р функ­
цыя.

Заўвага. Няхай у раўнанні (18)  A і B  − 
некаторыя пастаянныя. Тады мяркуем 
u = AQ,F -u = v.⋅ ( )exp  Раўнанне (18) прыме вы­
гляд

	               
∂
∂

( )v
Q
= B AQ v2exp .

               (22)

Мяркуем w = -
1
v  , тады  

∂
∂

∂
∂ ∂
∂

∂
∂

ω
ω

ω
Q

Q
v

v
Q

v
Q

= , =2
2 .  

З (22) маем  
∂
∂

( )ω
Q
= B AQexp ,

адкуль  
ω= B

A
AQ +exp [P].( ) Φ

Заключэнне. Такім чынам, сістэма дыфе­
рэнцыяльных раўнанняў у частковых вытвор­
ных (1) рэдуцыравана да сістэмы кананічнага 
выгляду (2) і атрымана агульнае рашэнне 
дыферэнцыяльнага раўнання ў фармальных 
вытворных (18), эквівалентнага сістэме (2).

Реп
оз

ит
ор

ий
 Б

ГПУ




