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Артыкул прысвечаны даследаванню ўмоў развязальнасці матрычнага рознаснага гіпергеаметрычнага 
раўнання ў модулі сумавальных матрычных паслядоўнасцей у незвыродным выпадку. Сцісла апісваецца 
структура банахава модуля матрычных сумавальных паслядоўнасцей, уводзіцца паняцце матрычнага 
сімвала Пахгамера і адпаведна матрычнай гіпергеаметрычнай паслядоўнасці. Апісваюцца ўмовы на 
ўласныя значэнні матрыц, што ўваходзяць у структуру матрычнай гіпергеаметрычнай паслядоўнасці, пры 
якіх дадзеная паслядоўнасць належыць да модуля сумавальных матрычных паслядоўнасцей. Аналагічныя 
вынікі прыводзяцца і для скалярнага выпадка. 
Разглядаецца матрычны дыскрэтны аналаг гіпергеаметрычнага раўнання – рознаснае матрычнае 
гіпергеаметрычнае раўнанне, якое з дапамогай метада аперацыйнага злічэння прыводзіцца да 
алгебраічнага дыферэнцыяльнага раўнання. У артыкуле прыводзяцца ўмовы, пры якіх азначанае 
раўнанне развязальнае ў модулі сумавальных матрычных паслядоўнасцей, а ў якасці развязка выступае 
матрычная гіпергеаметрычная паслядоўнасць. Даследаванні праводзяцца ў незвыродным выпадку адроз-
ных ад нуля ўласных значэнняў адной з матрыц, што уваходзіць у склад каэфіцыентаў раўнання.
Ключавыя словы: гіпергеаметрычнае раўнанне, незвыродны выпадак, матрычныя паслядоўнасці. 

The article is devoted to the conditioning of the matrix difference hypergeometric equation solvability in the 
module of summable matrix sequences in singular case. The structure of the module is considered. The concepts 
of matrix Pochhammer symbol and matrix hypergeometric sequences are introduced. The conditions on equal 
values of the matrix involved in structure of matrix hypergeometric sequences under which the sequences belong 
to the module are described. The similar results for scalar case are given.
The matrix discrete analogue of hypergeometric equation is considered. By means of the operational method it is 
transformed to the algebraic differential equation. The solvability conditions when a solution of the matrix 
difference hypergeometric equation belongs to the module are given. The solution of the equation are matrix 
hypergeometric sequences. The research is held for a non-singular case when an equation coefficient is a matrix 
with non-zero equal values.
Keywords: hypergeometric equation, singular case, matrix sequences. 

Уводзіны. Рознасныя раўнанні з’яў-
ляюцца матэматычнымі мадэлямі 

дыскрэтных дынамічных сістэм і знахо-
дзяць шырокае дастасаванне ў тэорыі 
сігнала, тэорыі аўтаматычнага кіравання 
і г. д.

Задача складаецца ў адшуканні нека-
торай паслядоўнасці па рэкурэнтных су-
адносінах паміж яе элементамі пры за-
дадзеных пачатковых умовах. У выпадку 
сталых скалярных каэфіцыентаў такія раў-
нанні вывучаліся многімі аўтарамі з дапа-
могай разнастайных метадаў. Падрабяз-

ны гістарычны агляд дадзенага пытання 
і даследаванне лінейных рознасных раў-
нанняў са сталымі каэфіцыентамі ў lp з да-
памогай метада эрмітавых форм, а так-
сама вывучэнне матрычных рознасных 

раўнанняў першага парадку ў ×m m
pl  і ×

∞ λ,
m ml  

адлюстравана ў [1]. Матрычныя раўнанні 
са зменнымі каэфіцыентамі вышэйшых 
парадкаў вывучаны ў меншай ступені. Рэ-
курэнтная форма запісу хоць і дазваляе 
падлічыць элементы паслядоўнасці, уво-
гуле кажучы, не дае адказы на пытанні 
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пра колькасць развязкаў, умовы раз вя-
зальнасці, прыналежнасць развязка да 
дадзенага класу і г. д. Таму ўяўляе інтарэс 
адшуканне развязка ў яўным выглядзе, 
напрыклад, у тэрмінах некаторых вядомых 
аналітычных функцый. Рознасныя раўнанні 
са зменнымі каэфіцыентамі могуць быць 
зведзены да алгебраічных дыферэнцы-
яльных раўнанняў у некаторых алгебрах і 
модулях паслядоўнасцей. Некаторыя іх 
тыпы вывучаны ў работах [2–4]. 

У дадзеным артыкуле разглядаецца 
матрычны дыскрэтны аналаг гіпергеамет-
рычнага раўнання ў незвыродным выпад-
ку. Даследуюцца ўмовы развязальнасці 
такога раўнання ў lp

m × m.

1. Алгебры матрычных пасля доў-
насцей і гіперпаслядоўнасцей. Няхай 
K – камутатыўная алгебра гіперпасля доў-
насцей [1] над   выгляду

{ }
∞

−
=−

= =∑    0 1,0, ,0, , , , ,k
k r

k r
x x h x x x ,

дзе 
 

kx ∈ , r – любы натуральны лік (пад-
крэслены элемент стаіць на нулявым мес-
цы). Множанне ў K задаецца з дапамогай 
дыскрэтнай згорткі Фур’е, якая азначаец-
ца роўнасцю

( )
+∞

−
=−∞

= ∑ n k kn
k

xy x y , = ± ± 0, 1, 2,n  .

Тут толькі канечная колькасць адроз-
ных ад нуля складнікаў. Няхай

{ }=    ,0, ,0,1,0, ,0, ,h  

{ }=    ,0, ,0,1,0, ,0, ,s  

тады { }= = =    ,0, ,0,1,0, ,0,hs sh I  – 
адзінка колца K, −= 1s h . Пры гэтым эле-
менты K можна ўявіць у выглядзе фар-

мальнага ступеневага шэрагу 
∞

=−

= ∑ k
k

k r
x x h . 

Падмноства 0K  элементаў выгляду 
∞

=

= ∑
0

k
k

k
x x h  утварае алгебру паслядоў на-

сцей з множаннем у выглядзе дыскрэтнай 
згорткі Лапласа

( ) −
=

= ∑
0

n

n k kn
k

xy x y .

×m mK  – алгебра ×( )m m -матрыц з элемен-
тамі з K. Матрыцы з ×m mK  уяўляюцца ў вы-

глядзе фармальных ступеневых шэрагаў 
∞

=−

= ∑ k
k

k r
X X h , 

×∈m m
kX . Заўважым, што 

тут маецца на ўвазе зручны спосаб запісу 
і пытанне збежнасці не паўстае. Аналагічна 

ўводзіцца алгебра ×
0
m mK .

У ×m mK , ×
0
m mK  уводзіцца аперацыя 

алгебраічнага дыферэнцавання 
∞

−

=−

= ∑ 1k
k

k r
DX kX h .

З яе дапамогай у тэрмінах алгебры 
×m mK  выводзяцца наступныя ўяўленні 

паслядоўнасцей з ×
0
m mK  [1]:

{ }∞

=
=

0n n
X X , { }∞

+ =
= −1 00n n

X sX sX , 

{ }∞

=
=

0n n
nX hDX , { }∞

+ =
= − +1 00n n

nX DX sX sX ,

{ }∞

=
= +2 2 2

0n n
n X h D X hDX , 

 
{ }2 2

1 00n n
n X hD X DX sX sX

∞

+ =
= − + − .           (1)

Праз ×m m
pl  пазначым падмноства мат-

рычных паслядоўнасцей × = ∈  0 ,ij m mX x K  

 
, 1, ,i j m=  такіх, што ∈ij

px l , ≤ ≤ +∞1 p . 

Азначэнне 1. Няхай × = ∈  0
ij m mX x K , дзе 

∞

=

= ∑
0

ij ij n
n

n
x x h , 

≤ ≤
=

1 ,
( ) : max ij

n ni j m
m X x . 

Паслядоўнасць 
∞

=

= ∑ 

0
( ) ( ) n

n
n

m X m X h  назавем 

мажарантнай паслядоўнасцю для матры-
цы X. 

Лёгка праверыць, што з ( )×∈ m m
pX l  

вынікае ∈ ( ) pm X l .

Азначэнне 2. × =m m
p p

X
l l

X m .

Для сталай матрыцы 
 

ij m mT t × = ∈  

прымем 
≤ ≤

=
1 ,
max iji j m

T t . Адносна дадзенай 

нормы ×m m
pl  з’яўляецца банахавай прасто-

рай. Непасрэдным множаннем з выкары-
станнем азначэння 2 лёгка выводзіцца на-
ступная тэарэма.
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Тэарэма 1. Няхай 
×∈ m m

pX l , ≤ ≤ +∞1 p , ×∈m mT . 

Тады ×∈,  m m

p
TX XT l  і 

× ×≤m m m m
p pl l

TX m T X , 

× ×≤m m m m
p pl l

XT m T X .

2. Матрычная гіпергеаметрычная 
паслядоўнасць 2F1[A, B; C; h] i яе ўлас-
цівасці. Няхай ×∈, , m mA B C  – перастаў-
ляльныя паміж сабой матрыцы, уласныя 
значэнні матрыцы C не роўныя − − 0, 1, 2,  .

Азначэнне 3. Матрычным сімвалам 
Пахгамера назавем

A A A E A E A n E
n( ) = +( ) +( ) + −( )2 1 ( ) , 

калі ∈n  , і ( ) =
0

A E , дзе 
 

[ ]= diag , ,E I I  – 
адзінкавая m×m-матрыца.

Напрыклад, ( ) = !
n

E n E . 
Азначэнне 4. Матрычнай гіпергеамет-

рычнай паслядоўнасцю назавем

[ ] [ ]

( ) ( ) ( )

∞

=

−−

= =

 =  
 

∑

 

2 1
0

11

, ; ; , ;

1, , , , ,
!

n
n

n

n n n

f A B C h f A B C h

E C AB C A B
n   

     (1) 

дзе [ ] ( ) ( ) ( )−= 11, ;
!n n n n

f A B C C A B
n

.

Высветлім умовы прыналежнасці 

[ ]2 1 , ; ;f A B C h  да прасторы ×m m
pl . У скаляр-

ным выпадку (m = 1) для сімвала Пахгаме-

ра
 
праўдзіцца роўнасць 

Γ +=
Γ
( )( )

( )n
a na

a
,

дзе , а таксама формула Стырлінга 
[5] пры n → ∞  

 

( )( )

( )( )

+ − − −

+ − −

Γ + = π + +

+ < π

Γ + = = π + +

1/2

1/2 1

( ) 2 ( ) 1 1/ ,

arg( ) ;

(1 ) ! 2 ( 1) 1 1/ .

n a n a

n n

a n n a e o n

n a

n n n e o n

Адсюль пры m = 1 і >, , 0a b c  
атрымліваем

 

[ ] ( ) ( )
( )

( )( )+ − −

= =

Γ= +
Γ Γ

1

, ;
!

( ) 1 1/ .
( ) ( )

n n
n

n

a b c

a b
f a b c

c n

c n o n
a b

        (2) 

Калі ∈ −( ;0)a k , дзе k – натуральны, у  (2) 

варта замест Г(a) узяць Γ +( )
( )k

a k
a

. Ана лагічна 

варта зрабіць для b i c. Калі = −a k , то 
= − = − − + − + + =( ) ( ) ( )( 1) ( 1) 0n na k k k k n  пры 

≥ + 1n k . Такім чынам, пры ≥ + 1n k  маем 

[ ] [ ]− = − =, ; , ; 0n nf k b c f a k c . З улікам вышэй-
сказанага ў скалярным выпадку (m = 1) 
робім выснову, што праўдзіцца тэарэма 2.

Тэарэма 2. Пры ( )( )+ − − ≥Re 1 0p c a b , 

 
[ ] ∞∈2 1 , ; ; .f a b c h l  Пры ( )( )+ − − >Re 1 1p c a b , 

[ ]∈2 1 , ; ; pf a b c h l , ≤ ≤ +∞1 p . 
Няхай > 1m  і матрыцы A, B, C маюць 

простую структуру. Тады [6] існуе сталая 
незвыродная матрыца ×∈m mT , якая ад-
начасова пераводзіць A, B, C да дыяга-
нальнага выгляду, а менавіта:

diag−  = λ λ 

1 1 , , m
A AA T T , 

diag−  = λ λ 

1 1 , , m
B BB T T , 

 

diag−  = λ λ 

1 1 , , m
C CC T T ,

дзе ўласныя значэнні не абавязкова роз-
ныя. З перастаўляльнасці матрыц A, B, C 
маем:

 

[ ] ( ) ( ) ( )

diag

−

−

= =

    = λ λ λ λ λ λ    

1

1 1 1 1

1, ;
!

, ; , , , ; .

n n n n

m m m
n A B C n A B C

f A B C C A B
n

T f f T
.

Зыходзячы з тэарэм 1, 2 вынікае тэа-
рэма 3.

Тэарэма 3. Няхай матрыцы A, B, C ма-
юць простую структуру і для іх уласных 
значэнняў выконваюцца ўмовы:

 ( )( )− λ − λ + λ ≥Re 1 0i i i
A B Cp , = 1,i m .

Тады [ ] ×
∞∈2 1 , ; ; m mf A B C h l .

Калі ( )( )− λ − λ + λ >Re 1 1i i i
A B Cp , = 1,i m , то 

[ ] ×∈2 1 , ; ; m m
pf A B C h l , ≤ ≤ +∞1 p .

Умовы тэарэмы 3 не атрымаецца рас-
паўсюдзіць на агульны выпадак, бо згодна 
з тэарэмай У. У. Марозава [7] папарна пера-
стаўляльныя матрыцы A, B, C агульнага 
выгляду прыводзяцца адным і тым жа 
пераўтварэннем, увогуле кажучы, не да 
жарданавай, а да трохвугольнай формы:
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− −

− −

− −

 λ
 λ = Λ =  
 

λ  
 λ
 

λ = Λ =  
 
 λ 
 λ
 λ = Λ =  
 

λ  

 







   



 







   



 







   



1
12 1
2

1 1 2

1
12 1
2

1 1 2

1
12 1
2

1 1 2

0
,

0 0

0 ,

0 0

0
.

0 0

A m

A m
A

m
A

B m

B m
B

m
B

C m

C m
C

m
C

a a
a

A T T T T

b b

bB T T T T

c c
c

C T T T T

Тады 

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

−

−

= =

 λ λ
 

λ 
 
 λ λ
 

= λ 
 
 
 λ λ 
 λ 





   



1

1 1
12 1

1

2 2
2

1 2

1, ;
!

!

0
.!

0 0
!

n n n n

A B mn n
n n

C n

A B mn n
n

C n

m m
A Bn n

m
C n

f A B C C A B
n

q q
n

q
T Tn

n
 

У гэтым выпадку замест тэарэмы 3 
атрымаецца даказаць больш слабое 
сцвярджэнне, а менавіта

Тэарэма 4. Няхай 

 
{ }−= Λ Λ Λ 1max , ,A B CM . 

Калі ∀ = 1,i m , ( )( )− λ − λ + λ ≥Re 1 0i i i
A B Cp

 
 

і ( )( )− + + λ + + λ >

1Re 1 ( 1) 0m
C Cp m M , то 

 
[ ]2 1 , ; ; .m mf A B C h l ×

∞∈  

Калі ∀ = 1,i m ,  ( )( )− λ − λ + λ >Re 1 1i i i
A B Cp   

і ( )( )− + + λ + + λ >

1Re 1 ( 1) 1m
C Cp m M , то 

[ ] ×∈2 1 , ; ; m m
pf A B C h l , ≤ ≤ +∞1 p .

Доказ. Умовы для дыяганальных 

элементаў матрыцы [ ], ;nf A B C  такія ж са-
мыя, як у тэарэме 3. Для недыяганальных 
элементаў з дапамогай элементарных, 

хаця і грувасткіх, пераўтварэнняў атрыма-
ем няроўнасць

( )
( ) ( )

+
 ≤ + + + + + −λ λ  





1

1

1 1 1 ,
1 1!

m
ij n
n m

C Cn n

const M
q

M M M nn
 

≤ < ≤1 i j m .
Нескладана выводзіцца асімптатычная 

ацэнка

( )+ + + = + + + ε
+ + −



1 1 1 ln ,
1 1 nconst M n

M M M n  
дзе

 →∞
ε =lim 0nn

, 

карыстаючыся якой і ўлічваючы формулу 
Стырлінга, і атрымаем сцвярджэнне тэа-
рэмы 4.

3. Дыскрэтнае матрычнае гіпер-
геамет рычнае раўнанне. Разгледзім 
матрычнае дыскрэтнае раўнанне 

( )
( ) ( )

++ + −

− + + = Ο
1( )

,
n

n

nE E nE C X

nE A nE B X  = 0,1,2,n ,
     (3)

дзе 
×∈, , m mA B C  – зададзеныя матрыцы. 

Развязак Х будзем шукаць у алгебры мат-

рычных паслядоўнасцей 
×

0
m mK . Карыста-

ючыся формуламі (1), запішам  у форме 
алгебраічнага матрычнага гіпергеамет-
рычнага дыферэнцыяльнага раўнання 
ў алгебры ×m mK

( )
( )( )

− +

+ − + + − = Ο

2

.

h E hE D X

C A B E h DX ABX  
 (4)

Само раўнанне  натуральна назваць 
матрычным дыскрэтным гіпергеамет рыч-
ным раўнаннем. 

Няхай ×∈, , m mA B C  – папарна перастаў-
ляльныя, уласныя значэнні матрыцы C, 
не роўныя − − 0, 1, 2,  . З (3) атрымаем сіс-
тэму матрычных раўнанняў 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) −

=
 + = + +

 + − =
= + − + −


  

  

1 0

2 1

1

,
2 ,

    
( 1)

( 1) ( 1) ,
    

n

n

CX ABX
C E X A E B E X

n C n E X

A n E B n E X

у якой 0X  варта выбіраць адвольным чы-
нам, астатнія значэнні nX  адзіным чынам 
выражаюцца праз −1nX . Адсюль знаходзім 
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адзіны развязак раўнання  з пачатковай 
умовай 0X  у выглядзе 

 
[ ] [ ]

∞

=

= = ∑0 02 1
0

, ; ; , ; n
n

n
X f A B C h f A B C hX X .   (5)

 
Пры ўмовах тэарэм 3, 4 гэты развязак 

будзе належаць да ×
∞
m ml  ці да ×m m

pl , 
≤ ≤ +∞1 p , адпаведна.

Заўвага. Калі матрыцы A, B, C не пера-
стаўляльныя, то развязак раўнання  не вы-
яў ляецца праз матрычную гіпергеамет рыч-
ную паслядоўнасць. У гэтым выпадку не-
пасрэдна з (3) можна атрымаць развязак 
у выглядзе

 

( ) ( )
( )

1

1
0

1 ( 1) ( 1)
!

( 1) ,

nX C n E A n E
n

B n E C ABX

−

−

= + − + − ×

× + − 

які не дазваляе, знайсці дастаткова про-

стыя ўмовы прыналежнасці да ×m m
pl .

Звыродны выпадак, калі ∀ = 1,i m  для 
ўласных значэнняў матрыцы С выконва-

ецца ўмова { }λ ∈ − − 0, 1, 2,i
C , не ўваходзіць 

у межы дадзенага артыкула і з’яўляецца 
прадметам наступных даследаванняў.

Вынікі. У дадзенай рабоце ўведзена 
матрычная гіпергеаметрычная паслядоў-
насць, даследавана пытанне яе пры-

належ насці да ×m m
pl , уведзена паняцце ды-

скрэтнага матрычнага гіпергеаметрычнага 
раўнання, знойдзены ўмовы развязаль-
насці дадзенага раўнання ў модулі мат-

рычных паслядоўнасцей ×m m
pl .
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