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Сістэма дыферэнцыяльных раўнанняў у частковых вытворных рэдуцыравана да кананічнага выгляду 
і атрымана інтэгральнае раўнанне, эквівалентнае адпаведнай кананічнай сістэме.
Ключавыя словы: манагеннасць у сэнсе У. С. Фёдарава, фармальныя вытворныя, cістэма дыферэнцыяль-
ных раўнанняў у частковых вытворных, інтэгральнае раўнанне.

It has been shown in the article that one system of partial differential equations can be reduced to the canonical 
form. Using the class of F-monogenic bicomplex functions and bicomplex differential operators the integral repre-
sentation for solutions of canonical system of differential equations has been obtained.
Keywords: monogenic in the sense of V.S. Fedorov, formal derivatives, system of partial differential equations, 
integral equations.

Уводзіны. У шэрагу прац [1–5] выка
рыстоўваліся фармальныя вытвор-

ныя [6] для пераўтварэння да кананічнага 
выгляду лінейных сістэм дыферэнцыяль-
ных раўнанняў у частковых вытворных. 

Прадметам даследавання ў дадзенай 
працы з’яўляецца наступная сістэма ды-
ферэнцыяльных раўнанняў у частковых 
вытворных: 
∂ ∂ϕ ∂ϕ = + + + θ ϕ + Φ + ϕ + ϕ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ϕ ∂ϕ = + + + θ ϕ + Φ + ϕ + ϕ
∂ ∂ ∂ 

2 2
1 2 1 1 1 1 1

2 2
3 4 2 2 2 2 2

,

,

f A A T f f Q K f
x x y
f A A T f f Q K f
y x y

(1)

дзе Ak =( 1, 2, 3, 4)k  − камплексныя канстан-

ты; Tk, θk , ( )∈ 1
kE C D  (k = 1, 2); f, ϕ ∈C2(D).

Заўсёды абазначаем праз ( )1C D   
(C2(D)) клас рэчаісных або камплексных 
функцый рэчаісных зменных x, y, якія 
непарыўна дыферэнцавальныя (двойчы 
непарыўна дыферэнцавальныя) у некато-
рым адназвязным абсягу D.

Як было паказана ў працы [7], сістэ
ма  (1), дзе шуканыя функцыі f, ϕ ∈C2(D), 

а дадзеныя функцыі Ak, Tk, θk , ( )∈ 1
kE C D , 

эквівалентная сістэме выгляду:

∂ ∂ϕ − = + + ϕ + ϕ + ϕ ∂ ∂ 
∂ ∂ϕ + = + + ϕ + ϕ + ϕ
∂ ∂ 

2 2
1 2 1 2 1

2 2
3 4 3 4 2

,

,

f a f a f b b c f
p q
f a f a f b b c f
q p  

      (2)
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( , ,k k ja b c  = =( 1, 2, 3, 4; 1, 2)k j  − вядомыя 
функцыі класа C1(D)) пры наступных не-
абходнай і дастатковай умовах:

= −1 4A A ,
 

=1 2

3 4

1
A A
A A

.		  (3)

Тут

( )

( )

−

−

∂ ′ ′ ′ ′= δ −
∂
∂ ′ ′ ′ ′= δ −
∂

1

1

,

;

x y y x

y x x y

f f q f q
p
f f p f p
q 	

	  (4)

′ ′ ′ ′δ = − ≠ 0x y y xp q p q  у абсягу D;

( )= ,q q x y  − якое-небудзь частковае ра-
шэнне раўнання

( ) ( )∂ ∂′ ′ ′ ′+ = +
∂ ∂3 4 1 2x y x yA q A q A q A q
x y ;	  (5)

функцыя ( )= ,p p x y  вызначаецца з сістэмы 
′ ′ ′= +
′ ′ ′= +

1 2

3 4

,

.
x x y

y x y

p A q A q

p A q A q
 			   (6)

Мэтай дадзенай працы з’яўляецца рэ-
дуцыраванне сістэмы (1) да кананічнага 
выгляду (2), калі каэфіцыенты сістэмы Ak 

=( 1, 2, 3, 4)k  − камплексныя пастаянныя, 
і атрыманне інтэгральнага раўнання, экві
валентнага сістэме (2).

Асноўная частка. Знойдзем спачатку 
функцыі q і p з раўнання (5) і сістэмы (6). 
Будзем шукаць рашэнне раўнання (5) 
у выглядзе

= +2 2q ax by ,
дзе =a const , =b const.

Калі функцыю q падставіць у раўнан
не (5), то будзем мець

( ) ( )∂ ∂⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
∂ ∂3 4 1 22 2 2 2A ax A by A ax A by
x y ,

=3 22 2aA bA ,
=3 2aA bA .

З апошняй роўнасці вынікае

= 3

2

aAb
A

.				    (7)

Такім чынам, функцыя

= +2 23

2

aAq ax y
A

			   (8)

будзе рашэннем раўнання (5).

Функцыю ( )= ,p p x y  знойдзем з сістэмы 

(6), мяркуючы ў ёй = +2 23

2

aAq ax y
A

, дзе a − 

адвольная канстанта. Маем:

′ = ⋅ + ⋅

′ = ⋅ + ⋅

3
1 2

2

3
3 4

2

2 2 ,

2 2 .

x

y

Ap A ax A a y
A
Ap A ax A a y
A

Лёгка пераканацца ў тым, што выраз

2 2 2 21 3 3
4 3

2

aA x aA y dx aA x a
A A
A

y dy+( ) + +






ёсць поўны дыферэнцыял функцыі 
p =  p(x, y).

Адсюль знойдзем

p aA x aA xy a
A A
A

y

aA x aA xy a
A A
A

y

= + + =

= + −

1
2

3
4 3

2

2

1
2

3
1 3

2

2

2

2 .
	 (9)

Знойдзем умовы, пры якіх

′ ′ ′ ′δ ≡ − = 0x y y xp q p q .
Маем:

1 3
1 3 3

2

3

2

2
2 2 2 2 2 21 3 3 1 3

3
2 2 2

2 2 2 2

2 2

4 4 4 4 0,

x y

x y

A AaA x aA y aA x a y
p p A
q q Aax a y

A

A A A A Aa xy a y a A x a xy
A A A

+ −
′ ′

δ = = =′ ′

= + − + =

гэта значыць

− + =
2

2 2 2 2 23 1 3
3

2 2

4 4 8 0.A A Aa y a A x a xy
A A

Мяркуем ≠ 0a . Тады δ = 0 , калі
+ − =2 2 2

1 3 3 2 32 0A A xy A y A A x .	 (10)

Няхай
= α + β1 1 1A i , = α + β2 2 2A i , = α + β3 3 3A i , 

= −2 1i . 
Тады ўмова (10) эквівалентная сістэме

( ) ( )
( )

( )
( )

α − β + α α − β β +

+ β β − α α = 


α β + β α + α β − 
− β α + α β = 

2 2 2
3 3 1 3 1 3

2
2 3 2 3

2
3 3 1 3 1 3

2
2 3 2 3

2

0,

2 2

0.

y xy

x

y xy

x

	 (11)
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З сістэмы (11) вынікае, што δ = 0  толькі 
ў пунктах перасячэння крывых, якія вы-
значаюцца раўнаннямі сістэмы (11).

Такім чынам, даказалі тэарэму.
Тэарэма 1. Сістэма (1) пры ўмовах

= −1 4A A , =1 2

3 4

1
A A
A A

у абсягу D, дзе адсутнічаюць пункты пера-
сячэння крывых, якія вызначаюцца раў
наннямі сістэмы (11), рэдуцыруецца да 

сістэмы (2), дзе
 

∂
∂
f
p , 

∂
∂

f
q  

вызначаюцца
 

роўнасцямі (4), а функцыі ( )= ,p p x y , 

( )= ,q q x y  вызначаюцца роўнасцямі (9) 
і (8) адпаведна.

Для пабудовы інтэгральнага раўнання, 
эквівалентнага сістэме (2), нам спатрэ-
бяцца бікамплексныя функцыі [8].

Увядзем некаторыя азначэнні, неаб-
ходныя нам для далейшага.

Азначэнне 1. Бікамплекснай функцыяй, 
зададзенай у абсягу D, называецца функ-

цыя выгляду ( ) ( )= + ϕ, ,W f x y j x y , дзе f, ϕ − 
рэчаісныя або камплексныя функцыі 
дзвюх рэчаісных зменных x, y, зададзе-
ныя ў абсягу D, = = −2 2 1j i , i ≠ j.

Азначэнне 2. Бікамплексная функцыя 

( ) ( )= + ϕ, ,W f x y j x y  называецца непарыў
най у абсягу D, калі ў гэтым абсягу 
непарыўнымі з’яўляюцца функцыі f і ϕ.

Крывалінейны і двайны інтэгралы для 
бікамплекснай функцыі вызначаюцца па 
аналогіі з азначэннем інтэгралаў для кам-
плексных функцый.

Азначэнне 3. Бікамплексная функцыя W 
называецца манагеннай у сэнсе У. С. Фё
дарава па бікамплекснай функцыі  
P = p + jq у абсягу D, калі знойдзецца та-
кая функцыя зменных x, y, якую абазна-

чым праз [ ]′W P , што ў адзначаным абся-
гу маем [8; 9]:

[ ]′ ′ ′=x xW W P P ,  
[ ]′ ′ ′=y yW W P P .

Поруч з функцыяй P разгледзім такса-
ма функцыю = −Q p jq  і пабудуем бікамп
лексны аператар

 ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂   = − + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

1
2

W f fj
Q p q p q

.	 (12)

З аператарнай роўнасці (12) вынікае 
непасрэдна тэарэма.

Тэарэма 2. Сістэма (2) раўназначная 
раўнанню выгляду
∂ = α + β + θϕ + σϕ + τ ϕ
∂

2 2 ,W f f f
Q

 	 (13)

дзе
= + ϕ,W f j  

( )α = +1 3
1
2

a ja ,
 

( )β = +2 4
1
2

a ja , 
 

( )θ = +1 3
1
2

b jb , σ = +( )1
2 2 4b jb , 

( )τ = +1 2
1
2

c jc .

У працы [10] атрымана інтэгральнае 
выяўленне Пампею–Фёдарава для гіпер
камплексных функцый:

( ) ( ) ( ) ∂ = + − ∂ −  
∫ ∫∫0

0 0

1

cC D

dP z W JdxdyW z W z
K P P Q P P

, (14)

дзе Dc − абмежаваны контурам C абсяг,
( )
( )

∂
= = − δ

∂
,

2
,

P Q
J j

x y
,

( ) ( ) ( )= = +P P z p z jq z , 

( ) ( ) ( )= = −Q Q z p z jq z ,

( ) ( ) ( )= = +0 0 0 0P P z p z jq z , 
∈ = + ∈0 ,cz D z x iy C ,

γ

=
−∫

0

dPK
P P

, ⊂cD D ,

g − акружнасць дастаткова малога радыу-
са з цэнтрам у пункце z0.

Скарыстаўшы інтэгральнае выяўленне 
(14) з (13) атрымліваем наступнае інтэ
гральнае раўнанне:

W z
K

W z
dP z
P P

f f f
P P

j d

C
0

0

2 2

0

1

2

( ) = ( ) ( )
−

+






+ + + + +
−

−( )

∫

α β θϕ σϕ τ ϕ δ xxdy
Dc
∫∫






.
(15)
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Заключэнне. Такім чынам, сістэма ды-
ферэнцыяльных раўнанняў у частковых 
вытворных (1), дзе Ak =( 1, 2, 3, 4)k  – камп
лексныя канстанты, рэдуцыравана да 

сістэмы кананічнага выгляду (2) і атрыма-
на інтэгральнае раўнанне (15), эквіва
лентнае сістэме (2).
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