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Используя представление схемы с весами для нестационарного уравнения Шредингера в виде пары ре-
курсивных цифровых фазовых фильтров первого или второго порядков, получены оптимальные значения 
параметров разностной схемы, обеспечивающие минимизацию погрешности приближенного решения 
в заданном спектральном диапазоне. Эффективность оптимизированной схемы продемонстрирована 
путем сравнений с методом Фурье в схеме дробных шагов при моделировании динамики двухсолитонных 
решений нелинейного уравнения Шредингера. Показано почти четырехкратное улучшение точности схемы 
дробных шагов при замене традиционно используемого метода Фурье на оптимизированную схему с веса-
ми. Показано также, что двухпараметрическая оптимизация не дает заметных преимуществ в дальнейшем 
повышении эффективности предложенной методики. 
Ключевые слова: разностные схемы; нелинейное уравнение Шредингера; рекурсивные цифровые фильт
ры; спектральное разрешение.

Using representations of the θ-method for the non-stationary Schrödinger equation as a couple of the all-pass 
IIR-filters of the first or second orders, optimal parameter values of the θ-method minimizing its error in the pre-
defined spectral range are found. Efficiency of the optimized schemes is demonstrated by comparing to Fourier 
methods in the split-step scheme at simulations of the two-soliton bound state of the non-linear Schrödinger equa-
tion. About four-fold improvement of the accuracy in the split-step scheme with the optimized θ-method instead of 
the Fourier method is shown. It is shown also that the multi-parameters optimization does not provide essential 
advantages in the efficiency improvement of the proposed technique.
Keywords: finite-difference schemes; non-linear Schrödinger equation; infinite impulse response filters; spectral-
like resolution.

Введение. В классической теории 
разностных схем оценки точности 

приближенных решений основаны на по-
нятиях порядка аппроксимации и скоро-
сти сходимости [1, c. 96]. Кроме того, ши-
рокое распространение получил анализ 
амлитудно- и фазово-частотных характе-
ристик разностных схем, с помощью кото-
рого удается получить дополнительные 
количественные и качественные критерии 
согласованности дискретных моделей. 
В частности, анализ согласованности раз-
ностных схем в терминах спектрального 

разрешения является более тонким ин-
струментом, который дает более под
робную информацию о погрешности и от-
крывает дополнительные возможности 
улучшения точности [2]. В этой связи 
естественным представляется использо-
вание результатов в области теории циф-
ровой обработки сигналов для построе-
ния дискретных моделей с заданными 
спектральными свойствами.

Среди возможных приложений мето-
дов цифровой обработки сигналов для 
численного анализа дифференциальных 
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задач можно отметить перспективность 
применения цифровых фильтров в каче-
стве альтернативы методу Фурье. Так, на-
пример, в работе [3] предложена модифи-
цированная схема метода дробных шагов 
для решения нелинейных уравнений Шре-
дингера (НУШ), в которой вместо тради-
ционного метода Фурье [4] использован 
рекурсивный цифровой фильтр второго 
порядка. Вопросы оптимизации данной 
схемы с точки зрения минимизации ошиб-
ки функции группового запаздывания рас-
смотрены в работах [3; 5].

В работе [6] показано, что компактные 
разностные схемы для нестационарного 
уравнения Шредингера при определен-
ных условиях допускают эквивалентное 
представление в виде пары сопряженных 
фильтров первого порядка. Использова-
ние эквивалентной однопараметрической 
схемы цифровой фильтрации [6] позволи-
ло найти оптимальные параметры дис-
кретной модели, отвечающие минималь-
ной фазовой погрешности в заданном 
спектральном диапазоне. Примечатель-
но, что соотношение шагов сетки вида 

2( )O hτ = , возникающее в оптимизиро-
ванной схеме цифровой фильтрации, яв-
ляется оптимальным с точки зрения мини-
мизации вычислительных затрат для 
достижения заданной точности прибли-
женного решения в разностной схеме 
с весами [7].

В настоящей работе исследованы воз-
можности дальнейшего улучшения спек-
тральной согласованности дискретной 
модели нестационарного уравнения Шре-
дингера на основе двухпараметрической 
схемы цифровой фильтрации. Представ-
лены результаты численных эксперимен-
тов, показывающие преимущества схемы 
цифровой фильтрации по сравнению 
с  аналогичной схемой расщепления, ис-
пользующей метод Фурье на линейном 
шаге задачи.

Постановка задачи и численные 
методы. Рассмотрим задачу для уравне-
ния Шредингера с кубической нелинейно-
стью 

∂ ∂+ + = ∈ −
∂ ∂

2
2

2 2 0, ( , )u ui u u x L L
t x

,	 (1)

с начальными и граничными условиями 
вида

= − = =0(0, ) ( ),  ( , ) ( , ) 0u x u x u t L u t L .	 (2)
Важным свойством задачи (1), (2) яв-

ляется наличие интегральных законов со-
хранения, которые, согласно принципу 
консервативности [1, с. 143], полезно учи-
тывать при построении численных мето-
дов. В частности, важным представляется 
наследование в рамках дискретной моде-
ли, по крайней мере, одного из серии ин-
тегральных инвариантов [9; 10]:

−

=∫ 2| (t,x) | 0.
L

L

d u dx
dt

		  (3)

Для численного решения задачи (1), 
(2) методом дробных шагов представим 
уравнение (1) в виде: 

∂ ∂= + = − = −
∂ ∂

2
2

2, , 2 .d n d n
u ui L u L u L u L u u u
t x 	
На равномерной сетке 

{
}

ω = = − + = =

= τ =

2, 0, , ,

,  0,1,...

h k

m

Lx L hk k N h
N

t m m  
симметричная схема метода дробных ша-
гов [4] для рассматриваемой задачи сво-
дится к последовательности следующих 
операций:

( )

( )
−

+ τ = ⋅ τ

  + τ = ω τ ⋅ + τ  

+ τ = ⋅ τ + τ

2

1

2

( , ) ( , ) exp | ( , ) | ,

( , ) ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) exp | ( , ) | .

U t x U t x i U t x

U t x F H F U t x

U t x U t x i U t x
   

 (4)

Здесь [ ]( , )F U t x , [ ]− ψ ω1 ( )F  – соот
ветственно, прямое и обратное дискрет-
ное преобразование Фурье. Комплексно
значная функция

H i( , ) exp( ),ω τ τω= − 2
 

, / 2, / 2 1k
k k N N

L
πω = ω = = − −

может быть интерпретирована как пере-
даточная функция дискретного фильтра, 
который точно описывает амплитудные 
и фазовые характеристики дифференци-
альной задачи в спектральном диапазо-
не, определяемом пространственной сет-
кой ωh . Заметим, что

ω τ =( , ) 1, H  ( )τ =2exp | ( , |) 1i U t x ,
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откуда следует консервативность схемы 
(4):

1 1
2 2

1
1 1

h | ( , ) | h | ( , ) | , 1,2, .
N N

m k m k
k k

U t x U t x m
− −

+
= =

= =∑ ∑ 

(5)

Как показано в работе [6], вместо мето-
да Фурье для реализации линейного шага 
в схеме дробных шагов (4) может быть 
эффективно использована приближенная 
модель в виде двух сопряженных рекур-
сивных цифровых фильтров первого по-
рядка:

−

+ +

−+ τ = −
+

−− + + τ
+

−+ τ = + τ −
+

−− + τ + + τ
+

1

1 1

(1 )( / 2, ) ( , )
1

1 ( , ) ( / 2, ),
1

(1 )( , ) ( / 2, )
1

1 ( / 2, ) ( , ).
1

m k m k

m k m k

m k m k

m k m k

ip ipU t x U t x
ip

ip U t x ipu t x
ip

ip ipU t x U t x
ip

ip u t x ipu t x
ip

      (6)

Передаточная функция, соответству
ющая последовательному применению 
фильтров (6), имеет вид

− + ω−ω = ⋅
+ − − ω

22

2 2
1 2 cos( )(1 )( , )

(1 ) 1 2 cos( )
k

F k
k

p ip hipH h p
ip p ip h

, (7)

где < <0 1p  – действительный параметр, 
величина которого определяется условием:

ω − ω τ →( , ) ( , ) minFH p H .		  (8)

Очевидно, что ω =( , ) 1FH p , следствием 
чего является консервативность схемы (6).

Для случая финитных решений задачи 
(1), (2) схема цифровой фильтрации (6) 
эквивалентна двухслойной разностной 
схеме с весами

+

+ + +
+ −

+ −

− +
τ

− ++σ +

− ++ − σ =

1

1 1 1
1 1

2

1 1
2

2

2(1 ) 0,

n n
k k

n n n
k k k

n n n
k k k

U Ui

U U
h

U U
h

 		  (9)

где 
+

±

= + τ

= ±

1

1

( , ),  

( , h),

n
k n k
n
k m k

U U t x

U U t x  
при следующих значениях параметров [6]:

σ = +
−

−τ = τ =
+

2

2
2

0 2 2

1 , 
2 1

1( ) 2 .
(1 )

ip
p

pp h p
p

 		  (10) 

Важным частным случаем схемы (9) 
является схема повышенного порядка 
точности [1, с. 297], для которой

 
σ = σ = +

τ

2

0
1 .
2 12

ih

В рамках модели (6) случаю схемы по-
вышенного порядка точности соответствует 

значение параметра = = −0 6 5p p  [6]. 
В  дальнейшем мы будем рассматривать 
схему на основе алгоритма цифровой 
фильтрации вида (6). Тем не менее все 
полученные результаты непосредственно 
обобщаются и на схему с весами (9), при-
нимая во внимание условия эквивалент-
ности (10).

Оптимизация схемы цифровой 
фильтрации. В качестве критерия опти
мизации дискретной модели (6) рассмот
рим условие (8), при этом норму пог
решности определим в виде следующего 
функционала:

Ω

−Ω

δ Ω = ω τ − ω ω
Ω ∫

2
2 1( , ) ( , ( )) ( , )

2 F
p H p H p d ,  (11)

где ω = ω⋅ h  − нормированная частота, 
< Ω < π0  − относительный диапазон со-

гласованности спектральных характери-
стик дискретной и дифференциальной 
моделей.

Аналогично рассмотрим двухпара
метрическую схему в виде последователь-
ности двух пар рекурсивных фильтров (6) 
с параметрами p1 и p2. Функция передачи 
такой модели определяется произведени-
ем функций передачи ее составляющих:

ω = ω ⋅ ω1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , )F F FH p p H p H p .	 (12)
Оптимальные значения параметров p1 

и p2 определим из условия минимума по-
грешности функции передачи в заданном 
спектральном диапазоне < Ω < π0 : 

( )
Ω

θ

−Ω

δ Ω =

= ω τ − ω ω →
Ω ∫

2
1 2

2

1 2

( , , )

1 ( , ( )) ( , , ) min.
2 Fopt

p p

H p H p p d (13)
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Показатель степени
[ ]−θ = τ τ + τ 1

1 2( ) ( ) ( )optp p p

в выражении (13) служит для приведения 
передаточной функции двухпараметриче-
ской модели к одинаковому временному 
интервалу с однопараметрической моде-
лью (6), что позволит впоследствии срав-
нить их эффективность.

Оптимальные значения параметров, 
обеспечивающие минимальную погреш-
ность передаточных функций в заданном 
спектральном диапазоне 

от
 

πΩ =
2  

до
 

πΩ =
32

, 

представлены в таблице. В ней приведе-
ны также отношения минимальных по-
грешностей одно- и двухпараметрических 
моделей при оптимальных значениях па-
раметров. Представленные результаты 
сравнения показывают, что двухпараме-
трическая модель обеспечивает сниже-
ние погрешности передаточной функции 
на 10−20 %, однако вместе с этим более 
чем на 25  % уменьшается эффективный 
шаг метода. Это позволяет сделать вы-
вод, что оптимизация двухпараметриче-
ской модели (12), (13) не выявила ее пре-
имуществ по сравнению с аналогичной 
однопараметрической схемой (6), (7).

Отметим, что при уменьшении диапа-
зона спектральной согласованности опти-
мальное значение параметра ,p  обеспе-
чивающее минимум погрешности фазово-
частотных характеристик, стремится к 

значению 0p , соответствующему схеме 
четвертого порядка точности. Это говорит 
о том, что схема четвертого порядка точ-
ности оптимальна при расчете решений с 
бесконечно узким спектром в окрестности 
нулевой частоты. Поскольку на практике 
приходится иметь дело с решениями, 
имеющими конечную ширину спектра, то 
выбор параметра p  следует осущест-
влять с учетом требуемого спектрального 
разрешения и шага сетки.

Результаты численного экспери-
мента. Оценим эффективность одно- 
и  двухпараметрических схем цифровой 
фильтрации в сравнении с методом Фу-
рье на примере моделирования двухсоли-
тонных решений НУШ методом дробных 
шагов. Двухсолитонное решение НУШ 
имеет вид финитной, периодической по 
времени, бесконечно дифференцируемой 
функции [8, с. 115]: 

+=
+ +

cosh(3 ) 3exp(8 )cosh( )( , ) 4
cosh(4 ) 4cosh(2 ) 3cos(8 )

itx it xu t x e
x x t

. (14)

В случае двухпараметрической моде-
ли фильтрации симметричная схема 
дробных шагов может быть представлена 
в виде:
U t x

U t x i U t x

( , )

( , ) exp ( , ) ,

+ =

= ⋅ ( )
τ

τ

1

1
2 		  (15)

( )−

+ τ =

 = ω ⋅ + τ 

1

1
1 1

( , )

( , ) ( , ) ,F

U t x

F H p F U t x 	 (16)

Таблица – Оптимальные значения параметров и соотношения характеристик одно- и двух
параметрической схемы цифровой фильтрации для различных спектральных диапазонов

Ω
π
2

π
4

π
8

π
16

π
32

1p 0.1144 0.0953 0.0907 0.0899 0.0884

2p 0.3069 0.2638 0.2542 0.2520 0.2512

optp 0.2625 0.2249 0.2162 0.2142 0.2136

τ
τ + τ1 2

2 ( )
( ) ( )

optp
p p

1.2504 1.2592 1.2611 1.2605 1.2658

δ Ω
δ Ω 1 2

( , )
( , , )

optp
p p

1.0750 1.1654 1.1885 1.2180 1.2161
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( )

+ τ + τ =

 = + τ ⋅ τ + τ + τ  

1 2

2

1 1 2 1

( , )

( , ) exp ( , ) ,

U t x

U t x i U t x  (17)

( )−

+ τ + τ =

 = ω ⋅ + τ + τ 

1 2

1
2 1 2

( , )

( , ) ( , ) ,F

U t x

F H p F U t x 	 (18)

+ τ + τ =

 = + τ + τ ⋅ τ + τ + τ  

1 2

2

1 2 2 1 2

( , )

( , ) exp ( , ) .

U t x

U t x i U t x   (19)

Здесь τ = τ1 1(p ) , 
 

2 2(p )τ = τ . Аналогично 
(15−19), однопараметрическая схема име
ет вид (4), где следует заменить ω τ( , )H  на 

ω( , )F optH p , τ = τ( )optp , что эквивалентно ис-
пользованию на линейном шаге алгорит-
ма цифровой фильтрации (6). Очевидно, 
что двухпараметрическая схема (15−19) 
фактически включает в себя два цикла 
однопараметрической схемы (4) и отлича-
ется от нее только чередованием шагов 
сетки τ = τ1 1(p )  и τ = τ2 2(p ) .

Спектр двухсолитонного решения (14) 
на отрезке − ≤ ≤20 20x  в момент макси-

мального уширения ( = π / 8t ) локализован 
преимущественно в области –32 < k < 32 
(рисунок 1). Таким образом, удовлетвори-
тельное спектральное разрешение обе-
спечивает сетка с числом узлов N ≥ 64 при 

= 20L . 
На рисунке 2 представлены средне-

квадратичные нормы погрешностей при-
ближенных решений для рассмотренных 
численных методов в зависимости от чис-
ла узлов сетки 

 
2 , 8,11kN k= = :

−
δ =

( , ) ( , )
( , )

U T x u T x
u T x , = 2T .	 (20)

При увеличении числа узлов сетки зна-
чение оптимальных параметров выбира-
лось в соответствии с таблицей. Таким 
образом, чтобы диапазон спектральной 
согласованности схем цифровой филь-
трации покрывал область –32 < k < 32, где 
локализован спектр решения. На рисун-
ке 1 границы области спектральной согла-
сованности отмечены пунктирными вер-
тикальными линиями.

Рисунок 1 – Фурье-спектр 
двухсолитонного решения 
(11) при  = 0t  и в момент 
максимального уширения 

( = π / 8t )Реп
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Рисунок 2 – Динамика 
погрешности приближенного 
решения  задачи (1), (2), (14), 

полученного с использованием 
различных модификаций схемы 

дробных шагов: 
(4) – на основе метода Фурье;  
(4), (6) – с использованием 
оптимизированной схемы 
цифровой фильтрации;  
(15–19) – двухпараметрической 
схемы цифровой фильтрации

Представленные на рисунке 2 резуль-
таты, во-первых, показывают четвертый 
порядок скорости сходимости всех рас-
смотренных методов. Во-вторых, точность 
схемы расщепления с использованием 
рекурсивных фильтров (6) на стадии ре-
шения линейной части задачи при одина-
ковой величине шагов сетки более чем 
в четыре раза превосходит классическую 
схему расщепления (4) с использованием 
метода Фурье. Двухпараметрическая схе-
ма (15–19) обеспечивает несколько луч-
шую точность, но из-за того, что

τ + τ < τ1 2( ) ( ) 2 ( )optp p p ,
количество шагов данной схемы более 
чем на 25  % превышает данный показа-
тель для однопараметрической схемы. 
Данное обстоятельство не позволяет рас-
сматривать двухпараметрическую оптими-
зацию схемы цифровой фильтрации в ка-
честве радикального средства повыше-
ния ее эффективности, хотя некоторые 
аспекты данной модели представляют ин-
терес, например, с точки зрения подавле-
ния искусственной синхронизации Фурье 
компонент решения при четырехволно-
вом взаимодействии в средах с кубиче-
ской нелинейностью [11].

Выводы. Предложенные схемы чис-
ленного анализа нестационарного урав-
нения Шредингера на основе одно- и двух-
параметрических рекурсивных цифровых 
фильтров, принимая во внимание условия 
эквивалентности данных методов и клас-
сической разностной схемы с весами, по-
казывают возможность оптимизации па-
раметров компактных разностных схем 
спектрального разрешения на основе 
критерия спектральной согласованности 
и методов цифровой обработки сигналов. 
Как показано ранее в работе [7], постро-
енные алгоритмы с оптимальными пара-
метрами превосходят в эффективности 
известные схемы повышенного порядка 
точности. Кроме того, использование дан-
ных алгоритмов в методе дробных шагов 
при решении линейной части задачи для 
НУШ позволяет при одинаковых размерах 
шагов сетки получить существенно мень-
шую погрешность по сравнению с мето-
дом Фурье. Показано, что двухпараметри-
ческая оптимизация схемы цифровой 
фильтрации придает некоторую гибкость 
в выборе шага по времени, однако не обе-
спечивает фактического повышения эф-
фективности метода.
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Матэматыка 17

Разработанная методика представля-
ется перспективной в качестве альтерна-
тивы методу Фурье в тех случаях, когда 
требуется избежать эффектов, обуслов-
ленных условиями периодичности реше-
ния, а также в случае обработки больших 
массивов данных, когда использование 

алгоритмов быстрого дискретного преоб-
разования Фурье с вычислительной слож-
ностью ( log( ))O N N  становится более за-
тратным по сравнению с разностным 
методом, имеющим оптимальную асимп
тотику вычислительной сложности ( )O N .
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