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F -ÌÎÍÎÃÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ F -ìîíîãåííûå [1] êâàòåðíèîí-
íûå ôóíêöèè [2] îäíîãî êëàññà. Äëÿ íèõ ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå è ðåøåíà êðàåâàÿ çàäà÷à.

Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ÷åòûðåõìåðíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E4(t, x, y, z).

Ðàññìîòðèì êâàòåðíèîííûå ôóíêöèè âèäà

f = f1(t, x, y, z) + f2(t, x, y, z)i + f3(t, x, y, z)j + f4(t, x, y, z)k,

p = t + λ1xi + λ2yj + λ3zk,

ãäå f1, f2, f3, f4 � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè êëàcñà C1(D), 1, i, j, k
� áàçèñ àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ, λn(n = 1, 2, 3) � òàêèå äåéñòâèòåëü-

íûå ÷èñëà, ÷òî
3∑

n=1
λ2

n = 1.

Äëÿ ëþáûõ òî÷åê M(t, x, y, z) è M(t
′
, x

′
, y

′
, z
′
) îáëàñòè D ïî-

ëàãàåì

∆f = f(M
′
)− f(M),∆p = p(M

′
)− p(M).

Îïðåäåëåíèå. Êâàòåðíèîííàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíî-
ãåííîé â ñìûñëå Â.Ñ. Ôåäîðîâà (F -ìîíîãåííîé) ïî êâàòåðíèîííîé
ôóíêöèè p â îáëàñòè D , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êâàòåðíèîííàÿ
ôóíêöèÿ

θ = θ1(t, x, y, z) + θ2(t, x, y, z)i + θ3(t, x, y, z)j + θ4(t, x, y, z)k

(θi(t, x, y, z)(i = 1, 2, 3, 4) � îäíîçíà÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè
òî÷êè (t, x, y, z) îáëàñòè D), ÷òî äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
M ∈ D è ëþáîé ïåðåìåííîé òî÷êè M

′ ∈ D èìååì ∆f = ∆pθ(M)+

α(M,M
′
), ãäå α(M,M

′
)

ρ → 0 ïðè ρ → 0, ρ = |MM ′ |.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.
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Çàäà÷à. Ïóñòü V � ÷åòûðåõìåðíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðà-
íèöåé σ (σ ⊂ D, V ⊂ D). Ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî p è ôóíêöèÿ f ,
F -ìîíîãåííàÿ ïî p, îïðåäåëåíû íà çàìêíóòîé òðåõìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè σ, ãîìåîìîðôíîé ñôåðå êîíå÷íîãî äèàìåòðà è äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé äëÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî.
Òðåáóåòñÿ íàéòè â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè V çíà÷åíèå
ôóíêöèè f , F -ìîíîãåííîé ïî p , åñëè èçâåñòíû åe çíà÷åíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè σ.

Äëÿ ôóíêöèè f = f1(t, x, y, z) + f2(t, x, y, z)i + f3(t, x, y, z)j +
f4(t, x, y, z)k è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M(t0, x0, y0, z0), íå ëåæàùåé
íà ïîâåðõíîñòè σ, ïîëàãàåì [3]:

Iσ =
∫

σ

{
α1

(
∂ϕ

∂t
− λ1i

∂ϕ

∂x
− λ2j

∂ϕ

∂y
− λ3k

∂ϕ

∂z

)
+α2

(
λ1i

∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂x

)
+

α3

(
λ2j

∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂y

)
+α4

(
λ3k

∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂z

)}
fdσ,

ãäå α1, α2, α3, α4 � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè σ â åå òåêóùåé òî÷êå P (t, x, y, z),

r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z)2 + (t− t0)2, ∂ϕ
∂t = t−t0

r4 , ∂ϕ
∂x =

x−x0
r4 , ∂ϕ

∂y = y−y0

r4 , ∂ϕ
∂t = z−z0

r4 .

Ïóñòü M � ëþáàÿ äàííàÿ òî÷êà îáëàñòè D, M /∈ V .
Òåîðåìà. 1. Äëÿ ëþáîé êâàòåðíèîííîé ôóíêöèè f , F -ìîíîãåííîé

ïî êâàòåðíèîííîé ôóíêöèè p â îáëàñòè D , èìååì Iσ = 0.
Òåîðåìà. 2. Åñëè êâàòåðíèîííàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ F -ìîíîãåííîé

ïî êâàòåðíèîííîé ôóíêöèè p â îáëàñòè D , òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
M , ëåæàùåé âíóòðè V , èìååì

f(M) =
1

2π2

∫

σ

{(
α1

∂ϕ

∂t
+α2

∂ϕ

∂x
+α3

∂ϕ

∂y
+α4

∂ϕ

∂z

)
+

(
α2

∂ϕ

∂t
−α1

∂ϕ

∂x

)
λ1i+

(
α3

∂ϕ

∂t
− α1

∂ϕ

∂y

)
λ2j +

(
α4

∂ϕ

∂t
− α1

∂ϕ

∂z

)
λ3k

}
fdσ.

Ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2 è ðåøàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à.
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