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НИЗКОТЕМПЕРАТУРНЫЕ ТЕРМОМАГНИТНЫЕ ЯВЛЕНИЯ  
В МЕТАЛЛАХ В УСЛОВИЯХ ДЖОУ ЛЕВА РАЗОГРЕВА

Аналитически рассмотрена задача о распределении темпе­
ратуры по сечению прямоугольных образцов монокристаллов 
переходных металлов в условиях дж оулева разогрева. Опре­
делена роль поперечного магнитного поля в формировании 
температурного поля при анизотропном теплообмене с окру­
жающей средой.

Известно, что явления переноса как заряда , так и тепла в условиях 
низких температур в значительной степени определяю тся электронной 
подсистемой: законами дисперсии электронов проводимости, их механиз­
мами рассеяния на дефектах кристаллической структуры [1—4]. При 
этом изучение явлений переноса и кинетических коэффициентов в усло­
виях изотермичности либо адиабатичности требует специальных спосо­
бов связи образца с термостатом, обеспечивающих анизотропию тепло­
обмена с окруж аю щ ей средой. При проведении гальваномагнитных 
исследований в присутствии конечных плотностей тока возбуждения по­
добные обстоятельства могут обусловить неконтролируемое искажение 
теплового реж има системы и, как следствие, возникновение терм оэлект­
рических полей. В работе [4] авторами определена степень взаим овлия­
ния гальвано- и термомагнитных явлений в нормальных некомпенсиро­
ванных м еталлах с замкнутыми и открытыми поверхностями Ферми 
(П Ф ) в условиях, когда тепловой поток вдоль направления магнитного 
поля отсутствует.

Цель данной работы заклю чается в рассмотрении подобной стацио­
нарной тепловой задачи для металлов с другим законом дисперсии. 
Имеются в виду компенсированные металлы, которые характеризую тся 
принципиально иным поведением кинетических коэффициентов в силь­
ном магнитном поле, что приводит к высоким уровням диссипации [5, 6 ]. 
Н аряду с симметричным теплоотводом представляет интерес изучить 
влияние сильного «хояловского» дрейфа носителей в магнитном поле 
на характер симметрии распределения тепла по сечению.

Тепловые задачи для тонких металлических образцов в традиционном 
понимании основаны на приближении отсутствия какого-либо распреде­
ления температуры по объему из-за большой величины такого кинетиче­
ского коэффициента, как теплопроводность, и малости поперечного сече­
ния [7]. В данном же случае понятие малости поперечного сечения ос­
лож няется тем, что в условиях сильной анизотропии кинетических 
коэффициентов, анизотропии теплоотвода и необходимости уменьшения 
влияния размерных эффектов низкотемпературные явления переноса мо­
гут влиять друг на друга.

В качестве объекта рассмотрения выбран квадратны й в поперечном 
сечении образец, вдоль длинной оси которого протекает электрический 
ток плотности /*. О бразец  расположен в среде жидкого гелия. Одна пара 
боковых граней* нормальных вектору напряженности магнитного поля
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H =  HZ, откры та, и через нее осущ ёствляется. теплообмен с термостатом, 
а другая пара граней, параллельны х Н, адиабатически изолирована. Р е ­
шение задачи будем осущ ествлять, предполагая в качестве основного 
механизма диссипации упругое электрон-примесное рассеяние. Это поз­
волит использовать при анализе замкнутую  теорию явлений переноса в 
магнитном поле и адекватно описать релаксационны е процессы в усло­
виях гелиевых температур.

Распределение температуры пресечению в статическом случае удов­
летворяет дифференциальному уравнению  теплопереноса

jE  —  d iv'q  0 , (1)

дополненному обобщенными уравнениями переноса зар яд а  и тепла

р , дТ . дТ
Е | =  ptkjk +  «г* - г — » Qt =  nihJh — «л -г—  • (2)dxh дхъ

Здесь Ei и qt — составляю щ ие электрического поля Е й потока тепла q 
в направлении внешней нормали; р«,, «i* и mk — компоненты тензоров 
электросопротивления, термоэлектродвижущ ей силы и теплопроводнос­
ти; кы  — компонента тензора, описывающего эф ф ект П ельтье; i, k =  x, у, 
z, по повторяю щ имся индексам проводится суммирование; дТ/дхь — гр а ­
диент температуры  вдоль одного из направлений.

П оскольку вдоль направления электрического тока размеры  образца 
больше поперечных, допустимо применить приближение длинного образ­
ца, у которого отсутствует распределение температуры вдоль оси ОХ. 
Тогда, исклю чая из вы раж ения для компоненты потока qz градиент дТ/ду  
с учетом принятого т-прНближения, в рам ках  которого кинетические 
коэффициенты обладаю т простой линейной либо квадратичной тем пера­
турной зависимостью, получаем из' (1) и (2) вы раж ение для распределе­
ния температуры вдоль оси 0Z  г ,

дгГ» 
дг2

+  а
дТг
дг

+  dT2 +  b =  О, (3)

а =
х.

* Х у  "
Vz

X,VI) A  *yv 1
/*>

d — (O-xyKyy Пух) [(х1г — KyzV-tyHyy ) ] 1Jx,

(4)

(5)

(6)

причем штрих означает дифференцирование по температуре.
Полученное уравнение является у р ф н ен и е к  второго порядка с по­

стоянными коэффициентами, решение которого, используя метод Л а г ­
ран ж а, представим в следующем виде: '

" ' ! ь 1°>5
Сг exp (Х^) +  с2 exp (Я*г)----- ——  . (7)
 ̂ Л ,.~Л. s -:. • V ^ 2  J -

Здесь и Xj — корни характеристического уравнения (3).
Вид реш ения существенным образом  определяется типом корней и 
которые зависят от соотношения между парам етрам и а2 и Ad как  по 

абсолютной величине, так  и по знаку. И спользуя условия симметрии ки­
нетических коэффициентЬв в сильном магнитном поле* [8J и вы раж ения 
для тензоров р, х, р, п: , •

где рih

a ih =  —  PilPife’. n ih —  —  T'PnPffti f  ’ 

коэффициент пропорциональности в соотношении
(8)
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получаем

j i  a ih£fe +  Pi!i — ----- ,
dxh

a xz ~  — сот |a|, пгж ~  сот |л|, хуг ~  (сот)"1 |x|, x zz ~  jx|,
(9)

Пух =* N ,  x zy ~  —  (cox)-1 |x |, a l s  ~  —  сот |a |, x„j, ~  (сот)"2 |x |,

при этом a , x, я  — кинетические коэффициенты в отсутствие магнитного 
поля; со — циклотронная частота; т — время релаксации.

К ак следует из (4), коэффициент а определяется суммой четырех с л а ­
гаемых. Так как два последних слагаемы х в (4) различаю тся только 
компонентами тензоров а ху и п ух, а вид этих компонент таков, что в силу 
условий симметрии они вы раж аю тся через одни и те ж е компоненты р и 
р, можно утверж дать, что данные слагаемы е асимптотически равны по 
абсолютной величине, и вследствие этого коэффициент а =  — c o r |ia '|X  
Х | х ' | - ‘/х. Х арактерно, что знак данного коэффициента определен с точ­
ностью до направления тока и магнитного поля. ~

Вторым необходимым для решения характеристического уравнения 
параметром является коэффициент d, величина и знак которого опреде­
ляю тся произведением а'хулух. И спользуя соотношения (8) и (9 ) , легко 
убедиться, что

' d =  — (сот)4 |а '| И х ' | - 2/х ; —  ~  (сот)2
а2

и при сот 1 Х1Л ~  ± d 0,5 =  ± Я .  ч
В соответствии с граничными условиями, когда тем пература откры­

тых граней р ав н а .То, а градиент вдоЛь оси OZ в центре образца из-за
дТ  I

симметоии задачи  отсутствует: T (z  — l) =  T (z  — — t ) = T n: ------1 =  0, по-

Дифференцируя полученное выражение по г,  получаем выражение 
для градиента температуры вдоль оси OZ  1

Упростим выражение для градиента, разложив экспоненты и удержи­
вая максимальные по величине члены:

при этом зависимость температуры от координаты является квадратич­
ной. В соответствии с (б) первый член в выражении (12) отрицателен 
по знаку и четен по отношению к направлению тока. Для определения 
количественного вида градиента (12) йеобходимб оценить величины 
коэффициентов й ъ Ь .

Т =  \ i f l  — \ fexo (XI) 4- ехо (— Ш -1 [ехэ 4- ехо (— А,г)1 4- -^—1

[exp (XI) + ехр (— Я,/)]-1 х  (11)

X [ехр (Хг) — ехр (—

дТ_
дг

( 12)
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Характерно, что градиент dTjdz  является четной функцией магнит­
ного поля и тока. Это понятно с общефизической точки зрения, посколь­
ку изменение знака градиента температуры противоречило бы общим 
принципам термодинамики необратимых процессов.

Адиабатичность вдоль оси OY  не исклю чает и распределения тем пе­
ратуры вдоль данного направления. При этом температурный градиент 
имеет следующий вид:

дТдТ

ду
=  х, п ух1 х У г дг

(13)

Зависимость температуры от переменной у  в условиях данной постанов­
ки задачи линейна. В центре образца градиент определяется эффектом 
Эттинсгаузена, а на объеме вид его зависит от масш таба параметров, 
входящ их в выраж ение (13).

Поскольку терм оэлектродвиж ущ ая сила Нернста

(£н)* =  а,
дТ

ху '
ду

(сот)4
( « 7 7 7 ,

то данная термоэлектрическая составляю щ ая является четной по отно­
шению к направлению  вектора магнитного поля и нечетной функцией 
транспортного тока, что затрудняет ее выделение из омической состав­
ляющей в эксперименте при инверсии тока возбуждения.

Д ля  полноты анализа рассмотрим ситуацию, когда адиабатически 
изолирована пара граней, нормальных вектору напряженности магнит­
ного поля, и тепловой поток вдоль оси OZ отсутствует, а теплообмен 
осущ ествляется через грани, параллельны е вектору магнитного поля. 
И склю чая из вы раж ения (2) для составляю щ ей потока тепла qy гр а ­
диент дТ/дг  и преобразуя уравнение (1), легко убедиться, что если н а­
правление транспортного тока осталось неизменным, то для записи "ре­
шения о распределении температуры вдоль оси О У необходимо, оставив 
неизменным индекс х у компонент тензоров а,  р, я , в вы раж ениях (3) — 
(8) индексы j/t 2 заменить друг на друга. Тогда распределение тем пера­
туры вдоль оси О У будет удовлетворять уравнению, аналогичному (3):

яата дТ2
+ a _ £ i _  +  d7’» +  ft =  o,

а — *ху

ду2 ду

п2Х \ '  > х.ЛуХ Xj,z I a xz 1
Х «  /  Х;

(14)

1 х ( ус —KVV
\  *

—1

d  ------ ( a ’X Z >iZ2  n Zx )  [ f e w  ‘K z y X y z 'X ' 2 2  )  }  1 / '* >

k =  Pxxjx [fayy ХгуХугКгг ) l-1-
Распределение температуры вдоль направления оси OY  приобретает 
вид

(15)

(16) 

(17)

Т — С\ ехр (Я !у) +  с2 exp (Х2у) f-
0,5

(18)

где и к2 — корни характеристического уравнения, соответствующего 
уравнению (14). Поскольку, как  и ранее, компоненты тензоров л "гх и a*z 
асимптотически равны по абсолютной величине и противоположны по 
знаку, коэффициент а (15) в данных условиях приобретает следующий 
вид: аса— (<от)3| а ' |  |х ' |~ %  т. е. в (ют)2 раз больше, чем в предыдущем 
случае, а коэффициент d  (16) сохраняет прежний порядок величины: 

((|>т)4| а ' | 2[ х ' | - */1 . Поскольку d!a2~ ( & t ) ~ 2, то к ^ - а ,  f a c x - d / a .
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Как следует из вида корней к{ н тгдш-. ратурна-: зависимость не 
•>ч:ляетс 1 -имметрнчной функцией координаты у.  Поскольку а зависит от 
И и /v нечетным образом, инверсия направлений тока и магнитного поли 
должна приводить к обращению температурного распределения, причем 
одна грань будет разогрета сильнее другой. Возникает вопрос, каким 
образом определять константы интегрирования- в (18). В предыдущем 
случае теплоотвод из объема образца происходил вдоль оси магнитного 
поля и при этом оба направления (по и против оси OZ)  равноправны,  
х1г~ х ,  а магнитное поле воздействовало на теплоотвод через недиаго­
нальные компоненты тензоров кинетических коэффициентов. Это обус­
ловило симметрию по величине соответствующего характеристического 
уравнения. В данном случае ситуация иная. Действительно, единствен­
ность решения уравнения второго порядка (14), достигаемая в рамках 
задачи Коши, требует задания но только температуры, но и величины 
температурного градиента в некоторой точке. С другой стороны, опреде­
ление величины температурного градиента по объему образца составляет 
предмет данной задачи.  Поэтому, решая уравнение (14) с начальными 
условиями Коши, можно оценить только относительные величины г р а ­
диентов. В рамках этих ограничений примем, что более холодна/- грань 
имеет температуру окружающей среды Т(у = 1) = Ти, а величина градиен­
та в этой же точке

дТ То
д у  у=! 2

Тогда с учетом малости показателя экспоненты от корня Х2 распреде­
ление температуры по сечению образца вдоль оси ОУ подчиняется сле­
дующему закону:

Т (У) =  р ^ е х р  [к, (у ---/)] +  71 -

Нетрудно убедиться, что отйои|ейи^ ^мпёратурйых градиентов на про­
тивоположных гранях Т'(у<=*1)/Т'[у=—I) наёхр (2ki l) .

Экспоненциальная ■зависимость дТ/ay  от j x и Я  приводит к сложной 
трансформации температурного поля и поля Нернста в условиях инвер­
сии тока и магнитного поля, когда градиент дТ/ду  на открытой грани из­
меняется в exp(Xi/) раз, а электрическое поле Нернста еще изменяет и 
знак при инверсии магнитного поля за счет нечетности по полю компо­
ненты а Х у .  Остается добавить, что на адиабатически изолированной гра­
ни поле Н ернста определено величиной грачиепта 0T':uz. составляющая 
Эттинсгаузена которого мала:

дТ  /  . дТ
-- И22 n zx]x КZy

дг \  ду

Оценим количественно степень взаимовлияния гальвано- и термомаг­
нитных явлений для конкретного случая, когда по обравцу с поперечным 
сёченйем ~  10~6 м2 протекает электрический ток заданной величины 
/ ~ 1 0  А. Д ля  уровня остаточного сопротивления р0~ 5 - Ю  13 Ом-м  в поле 
Я ~ 3 - 1 0 7 А/м параметры  « ,т ~ 1 ,5 -103; х '~ к 22 ~ 5 -1 0 4 В т / ( м - К 2); п ар а ­
метр, характеризую щ ий мощность теплового источника Ь ~ 1 0 3 К2/м2.

Тогда для ^ j /~0  коэффициенты характеристического уравнения (3) 
следующие: а ~ 1 0 - 3 м-1; 1 м~2; Я !~ — k2^ d 112. Градиент дТ/дг  из 
(12) определяется преимущественно разогревным механизмом, и на по­
верхности образца dT/dzcalO-'- К/м. Обусловленное этим градиентом 
термоэлектрическое поле Нернста a xz{d T td z )~  10~6 В/м невелико отно­
сительно связанного с диагональными компонентами тензора сопротив­
ления электрического поля: ~ 1 — 10 В/м. В то же время градиент темпе­
ратуры dTjdu  и основном определяется эффектом Пельтье и терм оэлект­
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рическое поле Нернста имеет величину а ху (дТ/ду)  ~ 1 ( Н  -г-1 В/м, что со­
ставляет десятки процентов от упомянутого выше электрического поля.

В случае, когда qz^ 0, теплоотвод осущ ествляется в направлении, 
нормальном Н, и величина коэффициентов характеристического уравне­
ния (14) увеличивается: а ~ 1 0 3 м-1; 1 м~2, приводя к искажению  сим­
метрии в распределении температуры относительно центра образца. 
В этих условиях величина То  ^ 4 - 103 К/м и величина термоэлектрическо­
го поля a x y { d T j d y ) ~ \ Q - 2 В/м, что достигает единиц процентов от поля 
Pxxjx, а величина градиента д Т / д г ~ \ 0 - 2+ 10~3 К/м и соответствующее 
ему поле a.Xz ( d T / d z ) ~ l O - 6 В/м пренебрежимо мало.

И так, можнс» сделать следующие выводы. Анизотропия теплообмена 
с окружаю щ ей средой, имею щая место при проведении низкотемператур­
ных гальваномагнитных исследований, может приводить к перераспре­
делению температурных полей по сечению металлических образцов, так 
что величина температурных градиентов при этом может быть весьма 
ощутима. Д анное обстоятельство, требует учета рассмотренных эффектов 
для корректной оценки величины различных термоэлектрических полей 
и определения возможности их устранения из искомых характеристик.

В заклю чение следует отметить, что в проведенном рассмотрении 
единственным определяемым эмпирически параметром задачи является 
остаточное сопротивление материала, а все остальные кинетические 
коэффициенты аналитически определены из ряда постулатов: приближ е­
ния почти, свободных электронов, упругого рассеяния электронов, эф ф ек­
тивного магнитного поля и др. По этой причине применимость данного 
подхода,-равно как и переход к более простым выраж ениям, определяет- 
с ^ с ^ П е н ь ю  и глубиной соответствия принятой модели реальной физи­
ческой ситуации, которая вклю чает и несколько большую, чем в нор­
мальны х металлах, массу электронов проводимости из-за узости энерге­
тических зон, и более сложный вид интеграла столкновений из-за при­
сутствия магнитоперебросной диффузии, и возможную  раскомпенсацию  
электронных и дырочных объемов. Кроме того, при таких поперечных 
разм ерах определенное влияние на кинетику носителей заряда и, как 
следствий, на асимптотическое поведение тензоров кинетических коэф ф и­
циентов указываю т поверхностные эффекты. Вместе с тем полученные 
распределения температуры по сечению образца в условиях тензорности 
кинетических коэффициентов даю т представление о взаимовлиянии галь­
вано- и термомагнитных характеристик при конечности уровней возбуж ­
дения.

Обозначения
Н — вектор напряженности магнитного поля; £ — вектор плотности тока; q — вектор 

потока тепла; Е — вектор электрического поля; р — тензор электрического сопротивле­
ния; а  — тензор термоэдс; х  — тензор теплопроводности; л  — тензор, описывающий эф­
фект Пельтье; Т  — температура образца; Е н — вектор термоэлектрического поля Нерн­
ста; т — вре^я релаксации носителей; ш — циклотронная частота.
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